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5ВВЕДЕНИЕ
Актуальность темы. Процессы граничного трения, протекающие в нано-
размерных трибологических системах [1–11], в последнее время вызывают по-
вышенный интерес у многих теоретиков и экспериментаторов [12–15]. В частно-
сти, рассматриваются атомарно-гладкие твёрдые поверхности при наличии уль-
тратонкого слоя однородного смазочного материала между ними, при их отно-
сительном движении с фиксированным расстоянием между поверхностями. Это
вызвано частым использованием таких систем для построения высокоточного
оборудования и приборов [16]. Как известно, наноразмерные системы проявляют
аномальные свойства по отношению к привычным макроскопическим узлам тре-
ния. Большинство работ, посвященных данной тематике, имеют фундаменталь-
ный характер [17–19], что позволяет продвинуться в понимании таких систем.
Ультратонкие слои по отношению к объемным смазкам имеют другие температу-
ры плавления и затвердевания, немонотонную зависимость силы трения от ско-
рости, что вызвано возможностью смазки пребывать в нескольких структурных
состояниях. Также наблюдается прерывистый режим движения, плавление смаз-
ки при сдвиге поверхностей, эффекты памяти, и т.д. [20–22].
Фундаментом для создания теоретических моделей, описывающих процес-
сы граничного трения в наноразмерных системах [17, 19, 23], стало достато-
чное количество экспериментальных работ. На сегодняшний день, несмотря на
сложность исследования нанотрибологических систем, имеющиеся эксперимен-
тальные данные предоставляют исчерпывающую информацию о таких основных
свойствах, как толщина смазки (количество молекулярных слоев смазочного ма-
териала), температура, внешняя нагрузка, эффективная вязкость, упругие и вяз-
кие компоненты сдвиговых напряжений, и т.п. [16]. При построении модели необ-
ходимо учитывать, что на наноразмерные системы влияют малейшие изменения
как внутренних (тип смазки [20], структура поверхностей трения, давление и т.д.),
так и внешних (нагрузка на поверхности, скорость сдвига, тип трибологической
системы) параметров.
В настоящее время исследованию наноразмерных систем отводится осо-
6бое место, поскольку их поведение отличается от поведения объемных тел [20],
и в то же время они имеют большое прикладное значение. Например, в системах
позиционирования в микроустройствах могут использоваться узлы трения, пред-
ставляющие атомарно-гладкие твёрдые поверхности, разделенные тонким слоем
смазочного материала. Актуальной задачей является изучение граничного трения
в рамках феноменологической модели [24–26], с помощью которой можно учесть
многие особенности поведения наноразмерных трибологических систем. Также
актуальным является дальнейшее исследование механизма сдвигового плавле-
ния в твердых телах, поскольку это явление имеет высокую прикладную значи-
мость, в частности, в практических проблемах деформации материалов и при изу-
чении механических свойств земной коры.
Связь работы с научными программами, планами, темами. Ра-
бота выполнена на кафедре моделирования сложных систем Сумского го-
сударственного университета и связана с выполнением следующих научно-
исследовательских работ: госбюджетной темы ”Реологические свойства
трибологических систем в режиме граничного трения“ (2011–2016 гг.),
№ 0111U009623; научно-исследовательской работы Государственного фонда
фундаментальных исследований Украины в рамках гранта Президента Украины
GP/F44/010 ”Феноменологическая теория граничного трения в трибологических
наносистемах“ (2012 г.), № 0112U007318; научно-исследовательская работа Го-
сударственного фонда фундаментальных исследований Украины в рамках гранта
Президента Украины GP/F49/044 ”Термодинамическая теория проскальзыва-
ния по границам зерен в проблеме сверхпластичности наноструктурированных
металлов“ (2013 г.), № 0113U007248.
Диссертант принимал участие в выполнении указанных НИР как исполни-
тель научных исследований и во время подготовки промежуточных и заключи-
тельных отчетов.
Цель и задания исследования. Целью диссертационной работы являе-
тся исследование процессов граничного трения в рамках модели наноразмерной
трибологической системы, позволяющей описать поведение ультратонких пле-
7нок смазки, зажатых между атомарно-гладкими твердыми поверхностями при их
сдвиге, а также анализ процесса сдвигового плавления в твердых телах при учете
аддитивных шумов основных величин.
Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие зада-
ния:
- описать причины возникновения прерывистого режима движения (stick−
slip) в рамках реологической модели граничного трения при детерминистическом
подходе;
- исследовать типы устойчивости стационарных режимов граничного тре-
ния в зависимости от параметров модели;
- оценить влияние неоднородностей распределения основных параметров
по толщине смазки;
- проанализировать влияние аддитивных шумов на плавление смазки при
учете деформационного дефекта модуля сдвига;
- провести анализ влияния аддитивных шумов в рамках модели сдвигового
плавления в твердых телах;
- исследовать самоподобный режим процессов плавления в трибологиче-
ских системах без смазки.
Объект исследования – процессы сдвигового плавления, наблюдаемые
при трении атомарно-гладких твердых поверхностей.
Предмет исследования – свойства трибологической системы, состоя-
щей из двух атомарно-гладких твердых поверхностей, разделенных ультратонким
слоем смазочного материала и без него.
Методы исследования. В работе использовалась методы теорий упру-
гости [27] и статистической физики [28], вычислительной математики [29], ма-
тематического моделирования [29], методики исследования фазовых переходов
[28, 30, 31], а также реологические [32], синергетические [33] и стохастические
[34] методы исследования. Дифференциальные уравнения решались с помощью
методов Рунге-Кутта и Ейлера, явных разностных схем. Также использовались
уравнения Ланжевена и Фоккера-Планка [35] для учета влияния шума на трибо-
8логическую систему, а с помощью системы Лоренца [36] проанализировано сто-
хастическое поведение системы.
Научная новизна полученных результатов.
1. Впервые в рамках реологической модели в детерминистическом случае
исследовано хаотичное поведение трибологической системы и показано, что при
превышении температурой критического значения система выходит на режим, что
описывается аттрактором Лоренца, и в широком диапазоне параметров реализу-
ется реверсивное движение поверхностей трения.
2. Показано, что при учете пространственной неоднородности основных па-
раметров по толщине смазочного материала возможно описать случаи ньютонов-
ского и неньютоновского поведения смазки. Выявлено, что при учете неодноро-
дности по площади контакта по всей контактной области со временем устанав-
ливается одинаковое значение напряжений, которое задает относительную ско-
рость движения поверхностей трения.
3. Установлено, что в случае деформационного дефекта модуля сдвига
смазки, при учете влияния аддитивных флуктуаций основных параметров систе-
мы, возможно подобрать условия, при которых отсутствуют участки сухого и пре-
рывистого режимов трения, что обеспечивает уменьшение трения.
4. Введение в рассмотрение внешнего аддитивного шума критическим
образом влияет на характер поведения системы, в частности устанавливается ре-
жим самоподобного поведения временных рядов параметра порядка, при описа-
нии движения пары взаимодействующих слоев в модели сдвигового плавления.
Практическое значение полученных результатов. В результате иссле-
дования проведено дальнейшее развитие синергетической модели, описывающей
плавление ультратонкого слоя смазочного материала в условиях граничного тре-
ния, которое позволяет прогнозировать поведение системы и определить диапа-
зон параметров, при которых реализуется прерывистый режим движения, часто
приводящий к разрушению трущихся деталей. Модель сдвигового плавления в
твердых телах с учетом шума также позволяет спрогнозировать поведение отно-
сительного движения пары взаимодействующих слоев и определить параметры,
9задающие оптимальный режим работы рассматриваемой системы.
Личный вклад соискателя. Все результаты диссертационного исследова-
ния обсуждались с научным руководителем – доц. Ляшенко Я. А. Представлен-
ные в работе результаты получены как лично автором, так и при сотрудничестве
с Борисюком В.Н. В работе [37] участие автора диссертации заключалось в изу-
чении литературных источников, аналитическом и численном решении задач, а
также в обсуждении полученных результатов. В работе [38] диссертантом прове-
ден аналитический анализ уравнений вблизи стационарного решения и построена
диаграмма типов устойчивости особых точек. В [39] соискателем с помощью яв-
ной двухслойной разностной схемы получена итерационная процедура, позволя-
ющая численно решить исходную систему дифференциальных уравнений и на её
основе построены пространственные распределения стационарных напряжений.
В [40] диссертант построил двумерные плотности вероятности при анализе ста-
ционарного решения уравнения Фоккера-Планка и на их основе описал режимы
поведения системы. В [41] соискателем проанализировано влияние температу-
ры поверхностей на стационарный режим граничного трения. В работах [42, 43]
диссертантом построены и проанализированы фазовые портреты, описывающие
кинетику смазочного материала. В работе [44] соискателем проведен численный
анализ системы основных уравнений и построены плотности вероятности пара-
метра порядка. В [45] диссертантом построены и описаны пространственные ра-
спределения напряжений по плоскости смазочного слоя. В [46] соискателем по-
строены фазовые диаграммы. В работах [47–51] автор диссертации провел чи-
сленный анализ основных уравнений.
Апробация результатов диссертации. Основные результаты диссерта-
ции докладывались и обсуждались на следующих конференциях и семинарах: IV
и V Международных научно-инновационных молодежных конференциях ”Сов-
ременные твердофазные технологии: теория, практика и инновационный мене-
джмент“ (г.Тамбов, Россия, 2012, 2013 гг.); Международных конференциях сту-
дентов и молодых ученых по теоретической и экспериментальной физике ”ЕВ-
РИКА“ (г. Львов, 2013, 2014 гг.); Конференции молодых ученых и аспирантов
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Института электронной физики НАНУкраины ”IЕФ-2013“ (г. Ужгород, 2013 г.);
II и III Международных конференциях ”Nanomaterials: Application and Properti-
es“ (г. Алушта, 2013 г.; г. Львов, 2014 г.); 34-ой Международой научной конфе-
ренции ”Electronics and Nanotechnology“ (г. Киев, 2014 г.); XIV Всеукраинской
школе-семинаре и конкурсе молодых ученых по статистической физике и теории
конденсированного вещества (г. Львов, 2014 г.); школе-семинаре "Багатомас-
штабне моделювання фiзичних процесiв у конденсованих середовищах"(г. Сумы,
2014 г.).
Публикации. Основные результаты диссертационной работы изложены в
15 публикациях: 5 статьях [37–41], в издательствах, которые индексируются на-
укометрической базой Scopus, 5 статьях в материалах конференций [42–46] и 5
тезисов докладов на конференциях [47–51], большинство из них были представ-
лены автором лично.
Структура и содержание работы. Диссертационная работа состоит из
вступления, пяти разделов, выводов, списка использованных источников, в ко-
тором содержится 146 наименований на 14 страницах. Объем диссертации со-
ставляет 128 страниц, из которых 105 – основной текст, 54 рис. и 2 таблицы, в
том числе 11 рис. на отдельных 6 листах.
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РАЗДЕЛ 1
ГРАНИЧНЫЙ РЕЖИМ ТРЕНИЯ И ПРОЦЕСС СДВИГОВОГО
ПЛАВЛЕНИЯ (ЛИТЕРАТУРНЫЙОБЗОР)
1.1. Методика эксперимента
В настоящее время возрастает внимание к наноразмерным системам тре-
ния, поскольку они представляют значительный интерес для широкого спектра
технических задач, таких как технология производства и поверхностного по-
крытия жестких магнитных дисков для компьютеров, изготовление микросенсор-
ных датчиков, запоминающих устройств, миниатюрных двигателей, аэрокосмиче-
ских устройств и т.д [52]. Эти применения нанотрибологии требуют более глубо-
кого понимания свойств материалов на атомарном уровне с целью оптимизации
и прогнозирования характеристик трущихся поверхностей. Экспериментальное
изучение природы сил трения на атомарном уровне стало возможным с помощью
атомно-силового микроскопа [53–55] и аппарата поверхностных сил [55–58].
Интенсивное развитие этой техники физических исследований привело к нако-
плению экспериментального материала, что послужило фундаментом для созда-
ния большого количества теоретических работ, в той или иной степени описыва-
ющих процессы граничного трения на атомарном уровне [1,59,60].
Важным прибором в экспериментальной нанотрибологии является аппарат
поверхностных сил (рис. 1.1) [61]. Этот аппарат разработан группой Израела-
швили [56, 57, 62] в 1970х годах в Кембриджском университете и имеет несколь-
ко усовершенствованных модификаций. Его конструкция состоит из небольшой
герметичной камеры, в которой две атомарно-гладкие пластины (обычно из слю-
ды) закреплены на поверхностях цилиндров, приводящихся в близкий контакт.
Расстояние между двумя поверхностями можно изменять в пределах ±0.1 нм, а
чувствительность силы составляет приблизительно 10 нН. В зависимости от цели
эксперимента, поверхности пластин (толщина приблизительно 2 мкм) могут быть
дополнительно покрыты слоем некоторого вещества (например слой 50 − 60 нм
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Рис. 1.1. Схематическое представление аппарата поверхностных сил [55]: 1 –
свет для спектрометра, 2 – объектив микроскопа, 3 – пьезоэлектрическая труб-
ка, 4 – слюдяные пластины на кварцевых дисках, 5 – пружина переменной жес-
ткости, 6–жидкость, 7– белый свет, 8– нижний стержень, 9– спиральная пру-
жина, 10 –жесткая пружина, 11 – основная опора, 12 – двигающийся зажим, 13
– верхний стержень
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чистого серебра [63]) в жидком или твердом состоянии, а также могут быть по-
гружены в жидкую среду в хорошо контролируемых условиях. Расстояние между
поверхностями регулируется используя трехступенчатый механизм повышенной
чувствительности: грубая регулировка (верхний стержень) позволяет изменять
расстояние между поверхностями в пределах около 1 мкм, среднее управления
(нижний стержень) позволяет регулировать около 1 нм, а пьезоэлектрическая
трубка используется для окончательной регулировки до 0.1 нм. С помощью опти-
ческих или емкостных методов измеряется площадь контакта. На рис. 1.1 белый
свет проходит вертикально вверх между двумя поверхностями слюды и возника-
ющий луч фиксируется на спектрометре. Расстояние и точная форма поверхно-
стей определяется из анализа позиции и формы цветных полос в спектрограмме.
Это позволяет достаточно точно определить количество материала, осажденного
или адсорбированного на поверхностях.Между поверхностями, которые взаимо-
действуют через промежуточную прослойку, возникают межатомные силы, кото-
рые могут быть притягивающими, отталкивающими, осциллирующими или более
сложного вида [56,62].
Этот метод имеет определенные недостатки. Одним из них является то, что
латеральное разрешение ограничено и обычно составляет несколько микроме-
тров. Затруднительным для аппарата поверхностных сил является также обеспе-
чение вакуумных условий. Кроме того, для получения значимых количественных
результатов при выборе материала пластин ограничиваются, главным образом,
слюдой.
С помощью аппарата поверхностных сил можно изучать молекулярные
свойства жидкостей, что особенно полезно для исследования компрессионных
свойств жидкосмазочных материалов. Такие эксперименты имеют большое зна-
чение для установления природы латерального скольжения. С использованием
данного метода был обнаружен эффект послойного разделения жидкости между
пластинами, при изменении расстояния между ними на величину диаметра ато-
ма [64]. При этом регистрировались периодические притягивающие и отталкива-
ющие силы, коррелирующие со слоевой (атомной) структурой жидкой прослой-
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ки. Этот эффект также наблюдался с помощью атомно-силового микроскопа в
контактах кремниевого зонда с поверхностью слюды (графита), при наличии ра-
зделяющей жидкой прослойки – додеканола [65]. Эксперименты, проведенные с
аппаратом поверхностных сил, обнаружили разнообразные динамические свой-
ства жидкостей и фазовые переходы, индуцированные сдвиговым упорядочением.
1.2. Прерывистый режим движения
Выше описаны приборы, с помощью которых удается наблюдать разли-
чные процессы в нанотрибологии. К недостаточно изученным относятся пре-
рывистый режим движения (stick − slip), адгезионные и различные химические
эффекты. Поэтому на этапе моделирования необходимо учитывать эти процессы
и стараться наиболее точно объяснять наблюдаемые эффекты с помощью мо-
делей. Прерывистый режим движения является одним из ключевых эффектов и
требует детального экспериментального исследования. В случае вольфрамового
зонда и графитовой поверхности, этот эффект наблюдался в работе [54]. Позже
во многих работах [66–68] проводились аналогичные измерения для различных
материалов: от мягких (зонд из нитрида кремния– стеариновая кислота) до твер-
дых (алмаз – алмаз) (см. [69] и приведенные там ссылки). В работе [70] применя-
лись поверхности щелочно-галоидных кристаллов (NaF, NaCl, KF, KCl, KBr).
На рис. 1.2 представлен прерывистый режим. Сначала смазка имеет твер-
доподобную структуру (stick), затем при превышении критического напряжения
(предел текучести) она резко становится жидкоподобной (slip) (разупорядочен-
ной), при этом, как видно из рисунка, верхняя поверхность немного приподнима-
ется. Дальнейшее движение приводит к сжатию под действием внешней нагрузки
L и смазка снова переходит в твердоподобную фазу.
Рассмотрим экспериментальные зависимости, которые получены с помо-
щью аппарата поверхностных сил. На рис. 1.3 и рис. 1.4 приведены типичные
зависимости для смазочного слоя из асимметричного эфира (АЭ) и фторсодер-
жащего асимметричного эфира (ФАЭ) соответственно [21]. При использовании
пленок из АЭ условия скольжения влияют на тип зависимостей силы тренияF (t).
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Рис. 1.2. Схематическое представление прерывистого (stick − slip) режима дви-
жения [20]: а – твердоподобное состояние, б – жидкоподобное состояние, в –
твердоподобное состояние
Выше некоторой критической скорости V > Vc наблюдается плавное скольже-
ние, а при скорости V < Vc скольжение происходит скачкообразно, при этом
F (t) имеет различную форму, которая зависит от внешнего давления P . При
P < 4 МПа наблюдается регулярное скачкообразное движение, при этом ско-
рость движения не влияет на амплитуду. В случае P > 4 МПа наблюдается но-
вый тип трения, в котором один цикл состоит из двух или более пиков. При этом
за самым высоким пиком следует один или несколько невысоких пиков. Высо-
та наибольшего пика практически не зависит от скорости скольжения и прило-
женной нагрузки. Прерывистое движение с несколькими пиками в одном цикле
может быть обусловлено формированием различных структур в пленках АЭ.
На рис. 1.4 показано, что и дляФАЭпри скорости движения выше критиче-
ского значения Vc наблюдается режим скольжения. Снижение скорости приводит
к прерывистому трению, амплитуда которого увеличивается с уменьшением ско-
рости скольжения. Кроме того, амплитуда ∆F также возрастает с увеличением
приложенной нагрузки. Здесь Fs – статическая сила трения, соответствующая
твердоподобной упорядоченной смазке (когда поверхности трения ”прилипают“
друг к другу), а Fk – кинетическая сила трения, которая соответствует жидкопо-
добной смазке и режиму скольжения.
При проведении так называемых ”стоп-старт экспериментов” были обна-
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Рис. 1.3. Зависимость полной силы трения от времени в эксперименте по трению
двух атомарно-гладких поверхностей в аппарате поверхностных сил для смазо-
чного слоя из асимметричного эфира (АЭ) [21]: a – P = 4.7 МПа, V = 0.7 мкм/с;
б – P = 2.6 МПа, V = 0.014 мкм/с; в – P = 2.6 МПа, V = 0.007 мкм/с; г – P =
4.7 МПа, V = 0.014 мкм/с; д – P = 4.7 МПа, V = 0.007 мкм/с; е – P = 6.9 МПа,
V = 0.014 мкм/с
Рис. 1.4. Зависимость полной силы трения от времени в эксперименте по трению
двух атомарно-гладких поверхностей в аппарате поверхностных сил для сма-
зочного слоя из фторсодержащего асимметричного эфира (ФАЭ) [21]: a – V =
0.7 мкм/с, б – V = 0.07 мкм/с, в – V = 0.0014 мкм/с
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ружены ”эффекты памяти“, когда в ходе эксперимента трущиеся поверхности
останавливаются на время ts, а затем скольжение продолжается в том же на-
правлении и с такой же скоростью [20]. В таком случае для установления стаци-
онарного режима потребуется время, величина которого зависит от ts. На рисун-
ке 1.5 показан случай, в котором стационарный режим достигается немедленно.
При остановке поверхностей напряжения не релаксируют мгновенно к нулю, по-
скольку при последующем движении реализуется установившийся ранее режим
прерывистого трения. В случае быстрой релаксации напряжений, после останов-
ки наблюдалось бы монотонное увеличение силы трения перед реализацией пре-
рывистого режима. Для ультратонких слоев эта особенность наблюдается пото-
му, что смазка остается зажатой между поверхностями на протяжении остановки,
то есть ультратонкие пленки могут проявлять характеристики твердых тел, хотя
в тех же условиях (температура, давление) объемная смазка ведет себя как жид-
кость.
На рис. 1.6 показан эффект критической температуры при переменном на-
гружении. Рисунок 1.6а демонстрирует режим прерывистого трения, так как тем-
пература меньше критической. Увеличение температуры приводит к уменьше-
нию статической силы трения, а при критической температуре Tc устанавлива-
ется режим скольжения, который характеризуется кинетической силой трения Fk
(см. рис. 1.6б). Согласно эксперименту, критическая температура Tc для ∼ 12
◦
A
слоя гексадекана между слюдяными поверхностями составила ≈ 25, хотя темпе-
ратура плавления гексадекана составляет всего 7. Заметим, что зависимость Tc от
величины нагружения и скорости скольжения очень слабая. В то же время, эк-
спериментальные результаты однозначно указывают на сильную зависимость Tc
от числа молекулярных слоев между поверхностями трения [20].
В работах [71, 72] проведено сравнительное исследование эффекта stick −
slip для различных сочетаний материалов зонда и образца. В этих экспериментах
наблюдавшаяся периодичность скольжения зонда по поверхности соответство-
вала топографии атомного рельефа поверхности, полученной с помощью атомно-
силового микроскопа. В настоящее время почти отсутствуют подобные экспери-
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Рис. 1.5. Реализация стационарного прерывистого движения, устанавливающе-
гося после короткой остановки для слоя гексадекана C16H34 [20]
Рис. 1.6. Временна´я зависимость силы трения F при варьировании нагрузки L
(в единицах мН, показаны стрелками) для двух слюдяных поверхностей, разде-
ленных ∼ 12 ◦A слоем гексадекана и скользящих с фиксированной скоростью
V = 0.4 мкм/с: a – T = 17 (T < Tc); б – T = 25 (T > Tc) [20]
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менты, в которых не наблюдалось бы появление эффекта stick − slip [73,74].
В целом, однако, многие принципиальные стороны эффекта stick − slip до
сих пор остаются не выясненными. Отсутствует прежде всего ясность в опреде-
лении конкретных экспериментальных условий, при которых эффект должен на-
блюдаться, в конкретизации механизмов диссипативных потерь, в вопросе о дли-
не периодичности и т.д. Последнее особенно актуально для щелочно-галоидных
кристаллов [70,75].
1.3. Реологическая модель граничного трения
1.3.1. Основные уравнения
На основе реологического описания вязкоупругой среды, обладающей те-
плопроводностью, в работе [24] получена система кинетических уравнений, кото-
рые определяют взаимосогласованное поведение сдвиговых напряжений σ и де-
формации ε, а также температуры T в ультратонкой пленке смазочного материа-
ла в процессе трения между двумя атомарно-гладкими твердыми поверхностями.
В рамках использованного подхода релаксационное уравнение для напряжений
имеет вид [24,26]
τσσ˙ = −σ +Gε, (1.1)
где первое слагаемое в правой части описывает дебаевскую релаксацию в течение
времени τσ, а G – модуль сдвига смазки. В стационарном случае σ˙ = 0 уравне-
ние (1.1) приводит к закону Гука σ = Gε. Отметим также, что скорость сдвиго-
вой деформации может быть определена через скорость скольжения V и толщину
смазки h [76]:
ε˙ = V/h. (1.2)
В предлагаемом подходе напряжения пропорциональны скорости скольжения
согласно формуле [76]
σ = ηeff ε˙ = ηeffV/h, (1.3)
где ηeff – эффективная вязкость смазочного материала.
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Релаксационное поведение вязкоупругой смазки в процессе трения опи-
сывается также уравнением Кельвина-Фойгта [32]
ε˙ = −ε/τε + σ/η, (1.4)
где τε — время релаксации деформации, η — сдвиговая вязкость. Второе слагае-
мое в правой части описывает течение вязкой жидкости под действием сдвиговой




T/Tc − 1 , (1.5)
где η0 – характерное значение сдвиговой вязкости η при T = 2Tc.
Согласно синергетической концепции [33, 79], для дополнения системы
уравнений (1.1), (1.4), которые содержат параметр порядка σ, сопряженное поле
ε и управляющий параметр T , необходимо получить кинетическое уравнение для




(Te − T ) + σvε˙+ T ∂σel
∂T
ε˙, (1.6)
где ρ¯ – плотность смазки, cv – удельная теплоемкость, κ – коэффициент тепло-
проводности, σel и σv – упругая и вязкая составляющие напряжений соответ-
ственно, Te – температура поверхностей трения. Первое слагаемое в правой ча-
сти (1.6) описывает передачу тепла от слоя смазки к поверхностям трения. Вто-
рое слагаемое учитывает диссипативный разогрев вязкой жидкости, текущей под
действием напряжений [80]. Третье слагаемое представляет источник тепла, обу-
словленный обратимым механокалорическим эффектом, для которого в линей-
ном приближении T (∂σel/∂T )ε˙ ≈ σelε˙. В результате уравнение принимает вид
τT T˙ = (Te − T ) + σε˙, (1.7)
где τT = ρ¯cvh2/κ – время релаксации температуры. Теперь система уравнений
(1.1), (1.4), (1.7) является полной и при этом имеет три степени свободы, что по-
зволяет при ее анализе описывать нетривиальное поведение при плавлении уль-
тратонкого слоя смазочного материала [24,26,33].
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1.3.2. Переходный режим при различных соотношениях между вре-
менами релаксации
Поведение системы (1.1), (1.4), (1.7) в стационарном случае было рассмо-
трено в работах [81,82]. До установления стационарного состояния поведение си-
стемы зависит от соотношения между временами релаксации критическим обра-
зом. Сначала рассмотрим случай τT  τσ, τε. При этом система уравнений (1.1),
(1.4), (1.7), измеряя время в единицах τσ, сводится к единственному уравнению
для напряжений [81,82]:
σ¨ +





[1 + σ2 − g(Te − 1 + σ2)] = 0, (1.8)
где введена константы g = G/G0 < 1 и τ = τε/τσ.
Численное решение (1.8) в виде фазового портрета показано на рис. 1.7а.
Здесь штриховой линией показана изоклина, на которой σ˙ = 0, и фазовые трае-
Рис. 1.7. Фазовый портрет (a) и временны´е зависимости напряжений (б) системы
при параметрах g = 0.3, Te = 25, τ = τε/τσ = 15, представляющие решение
уравнения (1.8) [82]
ктории имеют вертикальную касательную. В рассматриваемых координатах дан-
ная изоклина является осью абсцисс. Пунктиром показана изоклина σ¨ = 0, на
которой фазовые траектории имеют горизонтальную касательную. Из рисунка
видно, что реализуются три особые точки – седлоN в начале координат, которое
представляет неустойчивую точку, поскольку соответствует максимуму синерге-
тического потенциала V (σ) [24], и две устойчивые симметричные относительно
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значения σ = 0 точки O, O′. Вблизи этих точек при установлении стационарно-
го значения σ0 видна тенденция к колебательному процессу, который, однако, не
реализуется, поскольку велико значение коэффициента затухания [82].
Для рассматриваемого соотношения между временами релаксации такое
поведение проявляется на всем диапазоне параметров [83]. Отметим, что по-
ложительные и отрицательные значения напряжений соответствуют движению
верхней трущейся поверхности в различные стороны.
На рис. 1.7б показаны временны´е зависимости напряжений, соответствую-
щие фазовым траекториям на рис. 1.7а. Эти зависимости представляют аперио-
дический переходный прерывистый режим, в котором до установления скольже-
ния с постоянной скоростью (σ = const) изменяются значения напряжений.
В случае τε  τσ, τT , в исходной системе используется приближение τεε˙ ≈











[1 + σ2 − g(Te − 1 + σ2)] = 0, (1.9)
в котором введено отношение τ1 = τT/τσ. Фазовый портрет, полученный при ре-
шении (1.9), показан на рис. 1.8а.
Видно, что на рисунке реализуются те же особые точки, с тем отличием,
что точки O, O′ преобразуются в устойчивые фокусы, и в системе реализуются
затухающие колебания. Цифрами на рисунке обозначены фазовые траектории.
Изоклина, показанная пунктиром, отличается от предыдущего случая. Это свя-
зано с тем, что в уравнении (1.9) коэффициент затухания становится зависимым
от σ˙ [82], при приравнивании σ¨ = 0 выражение для изоклины σ˙(σ) дается реше-
нием квадратного уравнения, поэтому зависимость становится двузначной.
На соответствующих временны´х зависимостях (рис. 1.8б) видны продол-
жительные участки, на которых σ ≈ 0, что соответствует медленному движению
трущихся поверхностей. Это связано с тем, что при эволюции системы конфигу-
ративная точка на фазовом портрете проходит вблизи начала координат (σ ≈ 0)
с малой скоростью изменения напряжений (σ˙ ≈ 0). Однако всегда устанавлива-
ется ненулевое значение напряжений, отвечающее скольжению.
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[1 + σ2 − g(Te − 1 + σ2)] = 0, (1.10)
где τ2 = τT/τε. В отличие от предыдущих двух случаев коэффициент затухания
зависит только от параметра τ2, и с его ростом уменьшается [82], что позволяет
говорить о том, что с ростом τ2 колебания становятся более продолжительными.
Поэтому вокруг фокуса на рис. 1.9а до установления стационарного состояния
осуществляется большее количество колебаний, чем в предыдущем случае. Об
этом также свидетельствует рис. 1.9б, на котором реализуется продолжительные
колебания, не затухающее даже при t = 1000.
1.3.3. Влияния шума на динамические характеристики прерывисто-
го режима
Флуктуации, которые математически описываются шумами, существуют в
любой трибологической системе. Часто возникает ситуация, когда нельзя объе-
ктивно описать все существующие воздействия на объект исследования, поэтому
при решении задач для учета неоднородностей, дефектов, внешних воздействий и
т.п., вводятсяшумы. Учетшума позволяет приблизить модель к реальному экспе-
рименту. Для модели граничного трения, задающейся системой (1.1), (1.4), (1.7),
наличие флуктуаций может приводить к установлению прерывистого трения, на-
блюдаемого экспериментально [81].
Вследствие малости системы, флуктуации оказывают критическое влия-
ние и могут приводить к возникновению stick − slip режима. Флуктуации тем-
пературы можно вводить только для ультратонких смазочных пленок, состоящих
из ограниченного числа частиц [1, 84–86]. В работах [30, 87–89] описан метод,
следуя которому в правые части уравнений (1.1), (1.4), (1.7) вводятся стохасти-





T ξ3. Функции ξi(t) представляют δ-коррелированные стохастические источни-
ки (белый шум) [35, 90]. Распределение значений ξ(t) по их величине является
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Рис. 1.8. Фазовый портрет (a) и временны´е зависимости напряжений (б) системы
при параметрах рис. 1.7 и τ1 = τT/τσ = 120, представляющие решение уравнения
(1.9) [82]
Рис. 1.9. Фазовый портрет (a) и временны´е зависимости напряжений (б) системы














Здесь µ2 представляет второй момент источника,
µ2 ≡ 〈ξ2i (t)〉 = 2δ(0). (1.12)
В работе [81] показано, что при Iσ, Iε  IT , функция P (σ) принимает вид
Pa(σ) = σ
−aP(σ), (1.13)
Отсюда следует основное свойство самоподобных систем: в пределе больших и
малых значений стохастической переменной σ, когда функцию P(σ) можно по-
ложить постоянной, распределение P (σ) принимает степенной вид. В частно-
сти в такой системе может реализовываться режим самоорганизуемой критично-
сти [92,93].
В работе [81] проведена замена параметра порядка σ во всех слагаемых
уравнений (1.1), (1.4), (1.7) степенным выражением σa с показателем 0 < a < 1.
Тогда основные уравнения со стохастическими добавками примут вид [87,94–96]
τσσ˙ = −σa + gε+
√
Iσξ1(t), (1.14)
τεε˙ = −ε+ (T − 1)σa +
√
Iεξ2(t), (1.15)
τT T˙ = (Te − T )− σaε+ σ2a +
√
IT ξ3(t). (1.16)
Физический смысл проведенной замены состоит в том, что требования самопо-
добия выполняются в рамках предположений о нелинейной релаксации напря-
жений, а также о дробном характере положительной и отрицательной обратных
связей. Условие адиабатичности τε, τT  τσ при измерении времени в единицах
τσ приводит к уравнению Ланжевена [81]
σ˙ = fa(σ) +
√
Ia(σ)ξ(t), (1.17)
где сила fa(σ) и интенсивность шума Ia(σ) задаются выражениями [81]:












Уравнение Ланжевена представляет собой стохастическое дифференциальное
уравнение (СДУ), так как содержит случайную силу
√
Ia(σ)ξ(t). Поэтому каждое
решение уравнения является индивидуальным и целесообразно говорить только
о статистических характеристиках таких решений. В связи с этим далее рассма-
тривается распределение вероятности решений Pa(σ) по величине напряжений σ.
В работе [81] показано, что экстремумы Pa(σ) не зависят от интенсивности Iσ.
При фиксированной температуре Te фазовая диаграмма имеет вид, показанный
на рис. 1.10. Выходящая из начала координат прямая, которая определяется ра-
венством IT = 2Iε, дает границу существования нулевого стационарного решения
σ0 = 0. Выше этой прямой всегда реализуется максимум Pa(σ) при σ = 0, ниже
нее данный максимум не существует. На диаграмме видны четыре области, отве-
чающие различным режимам трения.
На рисунке 1.11 показано ненормированное распределение вероятности
Pa(σ), соответствующее точкам 1-3 на рис. 1.10. Точка 1 находится в области
сухого трения (DF) фазовой диаграммы, поэтому наблюдается один максимум
функции распределения при σ = 0. Двухфазная область SS диаграммы хара-
ктеризуется сосуществованием максимумов распределения Pa(σ) при нулевом и
ненулевом значениях напряжений (точка 2). Точка 3 лежит в области, где имее-
тся единственный максимум распределения вероятности при σ 6= 0, отвечающий
режиму жидкостного трения или скольжению. На вставке рис. 1.11 показан вид
распределения в области MSF+SF. Здесь сосуществуют два максимума Pa(σ)
при σ 6= 0, что отвечает прерывистому режиму, при котором происходят перехо-
ды между метастабильным и устойчивым жидкостным трением.
Зависимости Pa(σ) на рис. 1.11 построены в двойном логарифмическом
масштабе. Видно, что для кривых DF и SS распределение принимает степенной




Рис. 1.10. Фазовая диаграмма с областями жидкостного (SF), сухого (DF), пре-
рывистого (SS), жидкостного метастабильного и устойчивого (MSF+SF) тре-
ния [81]
Рис. 1.11. Функция распределения Pa(σ) при Iσ = 10−10 в режимах, показанных
точками 1–3 на рис. 1.10: 1 – Iε = 0, IT = 4 (DF); 2 – Iε = 0, IT = 15 (SS);
3 – Iε = 2, IT = 2 (SF). На вставке показана зависимость Pa(σ) при Iε = 1.968,
IT = 3.5 (MSF+SF) [81]
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Известно, что самоподобным системам отвечает однородная функция распреде-
ления [97]. Распределение (1.20) будет однородным в том случае, если функция
P(σ) – константа. Степенное распределение, характерное для самоподобного
поведения, реализуется в ограниченном диапазоне напряжений σ < σc ≈ 0.8, что
видно из рис. 1.11. При превышении критического значения напряжений свой-
ства самоподобия теряются.
1.4. Механизм сдвигового плавления в твердых телах
Сдвиговое плавление твердых тел – одно из важных и широко исследуе-
мых неравновесных явлений [1,98–100] в физике материалов. Это явление имеет
отношение к таким практическим проблемам, как деформация материалов, тре-
ние твердых тел и даже механические свойства земной коры. Сдвиговое плав-
ление в твердых телах отличается от stick − slip режима в ультратонких жид-
ких пленках, подверженных сдвигу [101–104], и требует дополнительного ана-
лиза. Исследование этого процесса помогает находить новые режимы в физи-
ке движущихся систем. В экспериментах часто используются ультрамягкие ме-
таллы [105, 106], а также коллоидальные частицы в водных растворах [107]. В
экспериментах с взаимодействующими коллоидальными частицами в суспензи-
ях наблюдаются stick − slip режимы [108], гистерезис [109] и плавление, вы-
званное сдвигом [110, 111]. Свойства металлов на макроскопическом уровне при
сдвиге являются средним результатом многих прерывистых, пространственно-
неоднородных внутренних явлений. Работа [112] рассматривает эти явлениях на
атомарном уровне и помогает лучше понять механизмы, которые лежат в основе
сдвигового плавления.
Один из подходов, предназначенный для изучения сдвигаемых твердых тел,
рассматривает движение упорядоченного слоя (адсорбата) по жестко закреплен-
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ной подложке [113, 114]. Такое предположение исключает деформацию основа-
ния и результаты применимы в случае, когда верхний слой является более мягким,
чем подложка. В общем, верхний слой и подложка при движении не являются
жестко закрепленными и возможна их организация в различные структуры, за-
висящие от силы взаимодействия, температуры и движущей силы. Каждый слой
имеет периодический потенциал, обе амплитуды и фазы этих периодических по-
тенциалов являются динамическими и изменяются в результате взаимодействия,
шума и движущей силы, порождая эффекты, которые кратко описаны в [115] и
более детально рассмотрены в работе [112].
Моделирование сдвигового плавления можно проводить на примере бро-
уновского движения частиц [112, 115]. Такая модель состоит из двух видов ча-
стиц A и B, которые движутся с постоянной силой F , но в противоположных
направлениях +x и −x (рис. 1.12). Попарные взаимодействия между частица-
Рис. 1.12. Схематическое представление модели сдвигового плавления [112]
ми описываются потенциалами VAA(r), VBB(r) и VAB(r). Для двух видов частиц
A и B, которые движутся относительно друг друга предполагается, что потенци-
ал VAB будет слабее, чем VAA и VBB, поскольку взаимодействие между соседними
слоями двух сдвигаемых веществ будет ниже, чем внутреннее взаимодействие ча-
стиц каждого типа. Потенциалом VAB можно варьировать путем увеличения или
уменьшения рабочего давления. В работе [112] выбрана безразмерная пара по-
тенциалов в экранированной кулоновской форме
VAA(r) = VBB(r) = 
−1VAB(r) = exp(−κr)U0/r. (1.22)
Динамика системы моделируется с помощью уравнения Ланжевена с ра-
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зличными значениями силы F и феноменологического параметра , который учи-
тывает межслойные силы связи. В случае постоянной межслойной силы при
увеличении F сначала наблюдается скольжение в кристаллически упорядочен-
ном состоянии, затем следует прерывистый режим плавления-затвердевания, а
потом снова наблюдается упорядоченное состояние. В промежуточном режиме
плавления-затвердевания, при фиксированной скорости движения, время пре-
бывания системы в упорядоченном состоянии уменьшается с увеличением меж-
слойной силы [112]. На рис. 1.13 представлена фазовая диаграмма системы, по-
лученная при моделировании траектории 100 частиц на примере броуновского
движения. На этой диаграмме представлены 3 области. Первая и третья области
отвечают сухому трению, а во второй области происходят стохастические пере-
ходы между жидким и сухим режимами трения.
Рис. 1.13. Фазовая диаграмма системы сдвигового плавления, полученная при
моделировании траектории частиц на примере броуновского движения [112]
Для лучшего понимания модели броуновского движения частиц, в ра-
боте [112] анализируется временна´я эволюция системы, используя уравнения
Гинзбурга-Ландау для параметра α и напряжения поля Ω, аналогично  и F пре-
дыдущей модели. Для этого используется методология, предложенная в [116] для
изучения коллоидных кристаллов [117,118]. Выбирается параметр порядка ρ, ко-
торый в твердоподобной фазе, когда мы имеем упорядочение, больше нуля. Когда
же система претерпевает плавление сдвигом, напротив, устанавливается стаци-
онарное значение ρ = 0. Используется простая форма свободной энергии в виде
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Параметр θ описывает отклонения, возникающие при движении частиц, т.е. фа-
ктически представляет деформацию слоев. Для твердоподобного состояния при
малых либо нулевых отклонениях θ = 0. Самый простой вид свободной энергии
F (ρ, θ) [116]

















При нулевой деформации θ = 0, система релаксирует в один из двух мини-












Для этой модели построены графики временны´х зависимостей и распреде-
ления вероятностей, когда один из параметров постоянный, а второй изменяется.
В случае, когда параметр α не изменяется, при увеличении параметра Ω наблю-
дается два режима (рис. 1.14). Сначала система находится в твердоподобном со-
стоянии (Ω = 0.03) (распределение вероятности имеет единственный максимум).
Затем наблюдается бистабильный режим (Ω = 0.08), в котором система пере-
ключается между твердым и жидким состояниями (нулевое и ненулевое значение
параметра порядка) [112]. В таком случае распределение вероятности имеет два
пика одного порядка, которые соответствуют двум минимумам F (ρ, θ). При зна-
чении Ω = 0.3 система снова твердоподобна (распределение вероятности также
имеет единственный максимум).
В работе [112] также проводится анализ влияния параметра α в бистабиль-
ном режиме (рис. 1.15). Показано, что отношение среднего времени существова-
ния кристаллического состояния к жидкому уменьшается с ростом α. При увели-
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Рис. 1.14. Временны´е ряды и распределение вероятности при интенсивности шу-
маD = 7 · 10−4, α = 0.17 [112]: а – Ω = 0.03, б – Ω = 0.08, в – Ω = 0.03
Рис. 1.15. Временны´е ряды и распределение вероятности при интенсивности шу-
маD = 7 · 10−4, Ω = 0.08 [112]: а – α = 0.15, б – α = 0.16, в – α = 0.18
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чении α система стремится провести все большее время в жидкоподобном состо-
янии. При больши´х значениях α состояние жидкости является более вероятным.
Это отражается на графике распределения вероятностей (рис. 1.15), когда при
α = 0.15 система большее время пребывает в твердоподобном состоянии, при
α = 0.16 система приблизительно равнозначно пребывает в обоих состояниях, а
при α = 0.16 наблюдается более выраженный максимум вероятности при ρ = 0,
что соответствует реализации жидкости.
Обе модели построены для объяснения сдвигового плавления в твердых те-
лах. Их результаты можно сравнить с помощью фазовых диаграмм. Фазовая ди-
аграмма для последней модели представлена на рис. 1.16. Она качественно сов-
падает с фазовой диаграммой модели частиц рис. 1.13. На рис. 1.16 при малых
значениях параметра связи α наблюдается упорядоченное твердоподобное со-
стояние, по мере увеличения параметра связи α наблюдается область II, в кото-
рой происходят постоянные переходы между сухим и жидким трением. При даль-
нейшем увеличении α и небольших значениях напряжения поля Ω периодический
режим уступает место жидкоподобному, который не наблюдался на фазовой ди-
аграмме модели частиц (рис. 1.13).
Рис. 1.16. Фазовая диаграмма системы сдвигового плавления, на которой обла-
сти I и III отвечают сухому трению, в области II происходят постоянные переходы
между сухим и жидким трением, а в области IV наблюдается режим жидкого тре-
ния [112]
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В работах [112,115] показано, что предложенные модели достаточно хоро-
шо описывают процесс сдвигового плавления в твердых телах и поэтому эти мо-
дели требуют дальнейшего развития. Необходимо уточнить результаты рис. 1.14
и рис. 1.15, так как они периодичны, что является необоснованным из-за уче-
та шумов. Так же мощность нынешних компьютеров позволяет вычислять рас-
пределение вероятности с гораздо большей точностью. Известно, что шум может
критическим образом влиять на поведение системы, поэтому его влияние также
требует дальнейшего исследования.
Выводы к разделу 1
Согласно проведенному анализу литературных источников можно сделать
следующие выводы:
1. На сегодняшний день накоплено достаточно большое количество экспе-
риментальных данных по граничному трению, полученных с помощью атомно-
силовой микроскопии и аппарата поверхностных сил. К сожалению, не все экспе-
риментальные результаты удается описать теоретически, так как не существует
единой модели, которая описывала бы все наблюдаемые особенности. Процесс
граничного трения – сложное нелинейное динамическое явление, что затрудняет
построение общей микроскопической теории. Поэтому в данной диссертацион-
ной работе проводится дальнейшее исследование процессов граничного трения в
рамках феноменологической реологической модели, которая позволяет описать
экспериментально наблюдаемые эффекты.
2. Процесс сдвигового плавления в твердых телах имеет большое прикла-
дное значение. Любой новый подход к описанию этого процесса будет полезен
для дальнейшего его изучения. До настоящего времени не проводился анализ
самоподобного поведения сдвигового плавления в твердых телах, что сделано в
рамках настоящей работы.
3. Предлагаемое исследование актуально, поскольку при рассмотрении
граничного режима трения намечены пути снижения трения, что позволит уве-
личить срок службы трущихся деталей. Исследование влияния шума на процесс
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граничного трения позволяет определить диапазоны параметров, при которых ре-
ализуются режимы с различными свойствами, которые могут быть использованы
при решении конкретных технических задач. Прикладное значение полученных
результатов обусловлено широким использованием исследуемых систем в сов-
ременной технике.
4. Полученные в ходе выполнения диссертационной работы результаты та-
кже имеют фундаментальное значение, поскольку позволяют продвинуться в по-
нимании физики граничного трения и сдвигового плавления в твердых телах. При




АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ РЕЖИМОВ
ГРАНИЧНОГО ТРЕНИЯ В РАМКАХ РЕОЛОГИЧЕСКОЙМОДЕЛИ
В этом разделе исследуется плавление ультратонкой пленки смазочного
материала, зажатого между двумя атомарно-гладкими твердыми поверхностя-
ми, при их взаимном перемещении в рамках модели Лоренца. Описано поведение
трибологических систем двух типов – при сдвиге верхней трущейся поверхности
в одном направлении, и при внешнем знакопеременном воздействии. Проведено
совокупное аналитическое описание процессов, происходящих в результате са-
моорганизации полей сдвиговых напряжений и деформации, а также температу-
ры пленки смазки.
Получено уравнение движения в виде дифференциального уравнения тре-
тьего порядка для напряжений, которое проанализировано при различных значе-
ниях температур поверхностей трения. Во всех случаях построены фазовые порт-
реты и зависимости напряжений от времени. Установлено, что в зависимости от
температуры и параметров смазки может осуществляться как режим затухающих
колебаний, так и автоколебательный режим, представленный на фазовой плоско-
сти в виде странного аттрактора. Показано, что на поведение системы критиче-
ским образом влияют начальные условия.
Проведен математический анализ синергетической модели с целью объя-
снения возникновения различных режимов работы системы при изменении
основных параметров. Найдены стационарные режимы, которые соответствуют
как сухому, так и жидкостному трению. Тип функционирования трибологической
системы описан в соответствии с характером устойчивости особых точек, таких
как устойчивый узел, устойчивы фокус и седло-фокус. Построены фазовые диа-
граммы, на которых выделены различные режимы работы. Для всех областей ди-
аграмм построены фазовые портреты, соответствующие различным типам устой-
чивости системы.
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2.1. Основные уравнения и стационарные состояния
В пункте 1.3.1 приведен краткий вывод основных уравнений, которые явля-
ются качественными и основываются на описании вязко-упругой среды, без уче-
та свойств конкретной трибологической системы. Для удобства уравнения (1.1),
(1.4), (1.7) следует обезразмерить, что позволит сократить число рассматривае-
мых параметров [24]. Тогда напряжения σ, деформацию ε, температуру T и вре-









, Ts = Tc, ts = τσ, (2.1)
гдеG0 – характерное значение модуля сдвигаG, а Tc – критическое значение тем-
пературы. В этом случае система основных уравнений принимает вид [81, 119–
121]
σ˙ = −σ + gε, (2.2)
τ ε˙ = −ε+ (T − 1)σ, (2.3)
δT˙ = (Te − T )− σε+ σ2, (2.4)








В уравнениях (2.2)–(2.4) параметром порядка являются сдвиговые напря-
жения σ, сдвиговая деформация ε играет роль сопряженного поля, а управляю-
щим параметром выступает температура T . Смазочный материал рассматривае-
тся как очень вязкая жидкость, поведение которой подобно аморфному твердо-
му телу, в связи с большой эффективной вязкостью и наличием предела текуче-
сти [20, 32]. В работах [119–121] показано, что нулевые стационарные напряже-
ния σ0 соответствуют твердоподобной структуре смазки. В таком случае, не рас-
сматривается уравнение (2.2), которое описывает упругие свойства в стационар-
ном состоянии σ˙ = 0. В то же время уравнение (2.3) сводится к закону Дебая, что
описывает быструю релаксацию сдвиговой деформации ε в течении микроскопи-
ческого времени τε ∼ a/c, где a ∼ 1 нм– это постоянная решетки, а c ∼ 103 м/с–
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скорость звука. Уравнение (2.4) в этом случае сводится к простейшему выраже-
нию для релаксации температуры, без учета диссипативного разогрева и механо-
калорического эффекта вязкой жидкости. При σ0 6= 0 смазка плавится и перехо-
дит в жидкоподобное состояние. Одной из причин этого является то, что согласно











где V – относительная скорость движения поверхностей трения, ηeff – эффе-
ктивная вязкость,A – площадь контакта. Из сопоставления (2.6) и (2.7) получим





Поскольку в предлагаемой модели напряжения σ представляют сумму вязкой и
упругой компонент [81, 120], а в слое жидкоподобной смазки преобладают вяз-
кие напряжения, с ростом σ возрастает скорость движения сдвигаемых поверх-
ностей, что соответствует кинетическому режиму скольжения и жидкоподобной
структуре смазки. При значении σ = 0 поверхности трения не двигаются, что
соответствует их ”прилипанию“ за счет затвердевания межповерхностного слоя.
Данные выводы подтверждаются как теоретическими [17, 122], так и многочи-
сленными экспериментальными [20,21,52,76] работами.
Рассмотрим стационарный режим, когда производные в уравнениях (2.2)–
(2.4) равны нулю, а параметры смазки со временем не изменяются. В этом случае
при температуре поверхностей трения Te меньше критической величины
Tc0 = 1 + g
−1 (2.9)
реализуется стационарное значение сдвиговых напряжений σ0 = 0, а при Te > Tc0
в зависимости от начальных условий устанавливается одно из значений
σ±0 = ±
√
gTe − (g + 1)
1− g , (2.10)
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соответствующее жидкостному режиму трения. Поскольку температуры плавле-
ния и затвердевания смазки представляют одно и то же значение Tc0 (2.9), та-
кая ситуация соответствует модели фазового перехода второго рода, в отличии
от перехода первого рода, когда эти температуры отличаются [23]. В работе рас-
сматривается локальное плавление слоя смазочного материала, который нахо-
дится между двумя атомарно-гладкими поверхностями. Кристаллическое состо-
яние слоя смазки при разной ориентации кристаллической решетки обладает ра-
зной энергией, поэтому в работе [17] показано, что для этих систем возможно
рассматривать плавление тонкого слоя смазки, как фазовый переход второго ро-
да.
Ранее исследовались случаи, когда одно из времен релаксации в основ-
ных уравнениях полагалось малым [82, 121]. При этом система уравнений (2.2)–
(2.4) сводится к двухпараметрической диссипативной модели, в рамках кото-
рой в детерминистическом случае прерывистый режим движения может реали-
зоваться только на начальном этапе, и представляет переходный режим. Одна-
ко, устойчивый прерывистый режим довольно часто наблюдается в эксперимен-
тах по граничному трению [20]. Поскольку система уравнений (2.2)–(2.4) фор-
мально совпадает с системой Лоренца, прерывистый режим, в частности, может
быть описан при реализации в системе странного аттрактора, а согласно тео-
реме Рюэля-Таккенса для этого необходимо наличие трех степеней свободы, то
есть все времена релаксации в (2.2)–(2.4) должны иметь отличные от нуля зна-
чения [123, 124]. Прерывистый режим был описан в рамках термодинамической
модели [23, 125]. Покажем, что его также можно получить используя синергети-
ческий подход.
В работах [82, 121] исходная система уравнений в рамках адиабатическо-
го приближения для трех граничных соотношений между временами релаксации
сводится к дифференциальному уравнению второго порядка. Численное иссле-
дование полученных уравнений второго порядка показывает, что в случае τσ 
τε, τT на фазовой плоскости реализуются две симметричные стационарные то-
чки, представляющие устойчивые фокусы, вокруг которых до установления ста-
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ционарного состояния σ = σ0 = const реализуются продолжительные колебания,
представляющие прерывистый режим. При наличии в системе флуктуаций уста-
навливается периодический прерывистый режим движения, имеющий, однако, за
счет действия шума стохастическую составляющую [82, 121]. В общем случае,
когда все времена релаксации в системе (2.2)–(2.4) имеют отличные от нуля зна-
чения, она сводится к дифференциальному уравнению третьего порядка. Для его
нахождения продифференцируем по времени уравнение (2.3) и выразим T˙ и T из
уравнений (2.4) и (2.3) соответственно:
τ ε¨ = −ε˙− σ˙ + T˙ σ + T σ˙, (2.11)
T =




(Te − T )− σε+ σ2
δ
, (2.13)
Подставляя уравнения (2.12) и (2.13) в (2.11) получаем
τδε¨ = −ε˙
(











2 − 1) . (2.14)
Найдем третью производную уравнения (2.3) и выражение для ε из (2.2) и ε˙ из
продифференцированного (2.2)
...
























σ˙ (τ + 1)
σ
− σ









2 − 1)− σ2 − 1)
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. (2.18)
В полученном уравнении (2.18) напряжения σ согласно (2.8) пропорциональны




Рассмотрим наиболее распространенные механические аналоги двух типов
трибологических систем, показанные на рис. 2.1. На рис. 2.1a представлена си-
Рис. 2.1. Механические аналоги двух типов трибологических систем
стема, состоящая из пружины с жесткостью k, которая связана с блоком массы
M , расположенным на недвижимой гладкой поверхности, от которой он отделен
слоем смазки толщиной h. К блоку приложена дополнительная нормальная на-
грузка L. Свободный конец пружины приводится в движение с постоянной ско-
ростью V0. Для ультратонких слоев смазочных материалов в режиме гранично-
го трения в общем случае скорость блока V и пружины V0 не совпадают из-за
осциллирующего характера силы трения, препятствующей передвижению бло-
ка [20,23].
Система, приведенная на рис. 2.1б, построена следующим образом. Пру-
жина с коэффициентом жесткости k связана с блоком массы M , находящимся
на роликах, трением качения которых можно пренебречь. На указанном блоке
находится второй блок, приводящийся в движение за счет внешних сил (скорость
движения V0 верхнего блока изменяется согласно циклическому закону [18,126]).
При наличии тонкого слоя смазки толщиной h между трущимися поверхностями
блоков при движении верхнего двигается и нижний, причем временна´я зависи-
мость скорости его движения V (t) принципиально зависит от режима трения. К
примеру, в режиме сухого трения при больших нагрузках L, когда поверхности
блоков “слипаются”, нижний блок будет в точности повторять траекторию верх-
него. В гидродинамическом режиме при большой толщине смазочного слоя h ра-
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сплавленной смазки между поверхностями блоков и малым значением нагрузки
L нижний блок будет покоиться, а смазка при движении верхнего разогреваться.
Отметим, что система, приведенная на рис. 2.1a, исследовалось как эк-
спериментально [20], так и в рамках двух термодинамических моделей [23, 127],
основывающихся на теории фазовых переходов Ландау, а также в рамках стоха-
стической модели, учитывающей взаимодействие поверхностей [19]. Причем мо-
дель, разработанная в работе [23], в отличии от [127], явным образом учитывает
влияние внешней нагрузки L. Установка, показанная на рис. 2.1б, эксперимен-
тально исследовалась в работе [18], где как трущиеся поверхности используется
стальная пара трения, а в роли смазки выступает парафиновое масло ISO 32,
непрерывно подающееся в зону контакта с фиксированной объемной скоростью.
Подобная система изучалась и в рамках термодинамической модели [126].
Покажем, что в рамках предлагаемого подхода также можно качественно
описывать поведение систем, приведенных на рис. 2.1. Для этого будем числен-
но решать дифференциальное уравнение (2.18) при фиксированных параметрах
модели. Поскольку поведение системы, описываемое уравнением (2.18), крити-
ческим образом зависит от начальных условий, решение целесообразно пред-
ставить в виде фазовых портретов. Ниже приведены соответствующие фазовые
портреты при различных температурах поверхностей трения Te. Для всех фазо-
вых портретов начальное значение второй производной от напряжений по време-
ни σ¨0 = 0. Начальные значения σ˙ и σ видны непосредственно на фазовых пло-
скостях, и соответствуют началу фазовых траекторий.
Рассмотрим более подробно рис. 2.2a. Фазовый портрет характеризуется
единственной особой точкой в начале координат при σ = σ˙ = 0, которая пред-
ставляет устойчивый фокус. В частности, при начальном условии σ0 ∼ 0 реализу-
ется устойчивый фокус (траектория 7). Для всех фазовых траекторий на рис. 2.2a
построены соответствующие временны´е зависимости напряжений σ от времени t,
которые приведены на рис. 2.2б. Видно, что для траекторий 2, 3, 5 и 6 реализу-
ется апериодический режим, в котором напряжения релаксируют к устойчивому
значению σ = 0, отвечающему твердоподобной структуре смазки.
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Рис. 2.2. Фазовые портреты системы (а) и временны´е зависимости напряжений
σ(t) (б), полученные при численном решении уравнения (2.18) при параметрах
g = 0.25, τ = 3, δ = 95 и Te = 1
Траектории 1, 4, и 7 представляют режим затухающих колебаний, посколь-
ку на соответствующих зависимостях σ(t) на рис. 2.2б во всех этих случаях до
установления равновесия, в отличии от рассмотренных апериодических траекто-
рий 2, 3, 5 и 6, реализуются несколько экстремумов. Причем для параметров
траектории 7 затухание выражено слабее, поскольку при релаксации видны не-
сколько колебаний возле устойчивого значения σ = 0. Во всех этих случаях (тра-
ектории 1–7) движущийся блок, показанный на рис. 2.1, со временем останавли-
вается. Это может осуществляться в случае, показанном на рис. 2.1a при значе-
нии скорости V0 = 0 и начальном растяжении пружины, отвечающем началь-
ным значениям параметров системы на соответствующих фазовых траектори-
ях (см. рис. 2.2a). Также эта ситуация описывает поведение системы, показанной
на рис. 2.1б, при V0 = 0, когда изначально нижний блок не находится в состоя-
нии равновесия, т.е. пружина либо сжата, либо натянута. Отметим, что значение
σ < 0 соответствует движению трущейся поверхности с отрицательной скоро-
стью, т.е. движению в обратном направлении (реверсивное движение).
На рис. 2.3а показан фазовый портрет при температуре поверхностей тре-
ния Te > Tc0 (2.9), при которой устанавливается ненулевое значение напряжений
σ0, определяемое формулой (2.10), и движение трущегося блока в системе с не-
44
нулевой скоростью (2.8). На фазовом портрете реализуются две симметричные
Рис. 2.3. Фазовые портреты системы (а) и временны´е зависимости напряжений
σ(t) (б), полученные при численном решении уравнения (2.18) при параметрах
g = 0.25, τ = 3, δ = 95 и Te = 30
относительно начала координат особые точки с координатами (σ0,0) и (−σ0,0).
Обе точки эквивалентны и представляют устойчивые фокусы, вокруг которых при
установлении движения с постоянной скоростью реализуются продолжительные
колебания (см. рис. 2.3б).
Отметим, что в начале движения на траекториях σ(t) существуют продол-
жительные участки σ ≈ 0, что соответствует “прилипанию” поверхностей и твер-
доподобной структуре смазки. Таким образом, на начальном этапе реализуется
прерывистый режим движения [20,126,127], когда в процессе трения происходят
периодические фазовые переходы между структурными состояниями смазочно-
го материала. Поскольку при всех начальных условиях здесь с течением времени
устанавливается движение с постоянной скоростью, данная ситуация соответ-
ствует трибологической системе, показанной на рис. 2.1a при значении V0 6= 0.
Причем траектория 1 соответствует случаю движения в направлении, показан-
ном вектором V0 на рис. 2.1a, а траектория 2 – движению в обратном направ-
лении. Отметим, что при начальном значении σ0 ≈ 0 здесь в начале движения
реализуется ситуация, показанная траекторией 7 на рис. 2.2a, с тем отличием, что
после релаксации и последующей продолжительной “остановки” системы вбли-
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зи начала координат1 происходит несколько “перебросов” между окрестностя-
ми особых точек, представляющих собой витки на фазовых портретах в положи-
тельной и отрицательной областях напряжений σ, и только после этого устанав-
ливается диссипативный режим затухающих колебаний, причем колебания могут
происходить как в положительной области напряжений, так и в отрицательной, в
зависимости от начальных условий.
При повышении температуры Te реализуется ситуация, показанная фазо-
вым портретом на рис. 2.4а. В этом случае на поведение системы критическим
Рис. 2.4. Фазовые портреты системы (а) и временны´е зависимости напряжений
σ(t) (б), полученные при численном решении уравнения (2.18) при параметрах
g = 0.25, τ = 3, δ = 95 и Te = 38
образом влияет набор начальных значений σ0, σ˙0 и σ¨0. Видно, что при малых
абсолютных значениях напряжений σ0 и скорости их изменения σ˙0 на фазовом
портрете реализуются те же особые точки, что и на рис. 2.3а (траектории 2 и 3
на рис. 2.4а). Однако, если в начале движения напряжения σ0, либо σ˙0 превыша-
ют некоторые критические значения, устанавливается хаотический режим, когда
стационарное состояние со временем не устанавливается, а происходят постоян-
ные фазовые переходы между твердоподобным и жидкоподобным состояниями
смазки (траектория 1). На рисунках 2.4а и 2.4б видно, что такой режим не перио-
1Время остановки после релаксации может составлять более 400 единиц. Такие продолжительные остановки со-
ответствуют stop-start экспериментам [20], демонстрирующим реализацию эффектов памяти в режиме граничной
смазки.
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дичен во времени, а представляет странный аттрактор, т.е. реализацию детерми-
нистического хаотического режима.Поскольку, согласно рис. 2.4б, скорость дви-
жения трущегося блока постоянно меняет знак, рассматриваемая ситуация опи-
сывает поведение системы, показанной на рис. 2.1б, в которой за счет внешнего
воздействия изменяется направление движения. Однако, рассматриваемый ре-
версивный режим при больших значениях V0 реализуется также и в системах,
аналог которых приведен на рис. 2.1a, за счет того, что при большой скорости
движения свободного конца пружины V0 за время “прилипания” поверхностей
(когда σ = 0 и смазка твердоподобна) пружина успевает сильно натянуться, и при
плавлении смазки за счет большого значения упругой силы натяжения пружины
k∆x (∆x – натяжение пружины) блок проскальзывает на существенное рассто-
яние, а пружина при этом сжимается, что обеспечивает изменение направления
действия упругой силы, и блок за счет этого некоторое время может сдвигаться в
обратном направлении. Однако, поскольку скорость V0 при этом не меняет знак,
с течением времени направление движения снова изменится на положительное, о
чем и свидетельствует рис. 2.4б. Такие реверсивные режимы наблюдались в эк-
спериментах [20]. Отметим, что на рассматриваемом фазовом портрете, как и на
предыдущих, возможен режим, показанный траекторией 7 на рис. 2.2a, однако в
отличие от предыдущих случаев, после релаксации и длительной остановки си-
стемы в ней устанавливается режим странного аттрактора. Причем после оста-
новки системы и последующего начала движения на фазовом портрете реализуе-
тся несколько витков гораздо большего “радиуса”, чем приведенные на рис. 2.4а.
Это объясняется тем, что поскольку поверхности длительное время находились
в “прилипшем” состоянии, при растяжении пружины многократно увеличивается
движущая упругая сила k∆x, что непосредственно после плавления приводит к
большому значению ускорения и скорости движения блока, т.е. напряжения σ и
производная σ˙ увеличиваются.
Рисунок 2.5а построен при достаточно большом значении температуры Te,
где стрелкой на правой части рисунка показана точка, которой соответствует на-
чало траектории (начальные условия при решении уравнения (2.18)). На рас-
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Рис. 2.5. Фазовые портреты системы (а) и временны´е зависимости напряжений
σ(t) (б), полученные при численном решении уравнения (2.18) при параметрах
g = 0.25, τ = 3, δ = 95 и Te = 500
сматриваемом рисунке реализуются две симметричные особые точки (показа-
ны точками на оси абсцисс), представляющие неустойчивые фокусы2, в отличии
от рис. 2.4а, где фокусы устойчивые. Поэтому при любых начальных условиях
на рис. 2.5а устанавливается режим трения, которому соответствует реализация
странного аттрактора на фазовой плоскости. Отметим, что фазовая траектория
имеет вид странного аттрактора Лоренца [36, 124], и режим, устанавливающий-
ся здесь, обладает более выраженным хаотическим поведением, чем на рис. 2.4а.
Это связано с тем, что температура Te в исходной системе уравнений представля-
ет внешнее воздействие, т.е. при большей температуре система обладает большим
запасом энергии, что в нашем случае выражается в увеличении хаотичности. Для
параметров этого рисунка также характерен случай, показанный траекторией 7
на рис. 2.2a, где после продолжительной остановки и последующего движения с
увеличенной скоростью устанавливается режим странного аттрактора, показан-
ный на рис. 2.5б.
На рис. 2.6 для наглядности показана фазовая траектория, приведенная
на рис. 2.5б, только в трехмерном виде в координатах σ − σ˙ − σ¨. Положения
“крыльев” бабочки по сравнению с рис. 2.5а изменены местами (вход в аттрактор
2Абсциссы особых точек на рис. 2.5а определяются согласно соотношениям (2.10).
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Рис. 2.6. Трехмерная фазовая траектория, показанная в проекции на рис. 2.5а.
рии хаоса “бабочку” Лоренца [36, 124]. Однако, поскольку система (2.2)–(2.4)
сводится к системе Лоренца лишь формально, есть и видимые отличия. Отме-
тим, что описанный режим чаще можно наблюдать в трибологической системе,
показанной на рис. 2.1б, в то время как в системе, представленной на рис. 2.1a
для реализации подобного режима необходимо выполнение специфических усло-
вий (см. описание к рис. 2.4а). Таким образом, на рис. 2.2-2.5 выделены принци-
пиально различные режимы трения, и показано, что они могут устанавливаться
в трибологических системах различных типов, т.е. модель является хотя и ка-
чественной ввиду использования при получении основных уравнений ряда при-
ближений [120], но универсальной, поскольку при выводе основных уравнений не
учитывались характеристики конкретной механической трибологической систе-
мы.
2.3. Анализ устойчивости стационарных режимов
В предыдущем подразделе было показано, что синергетическая модель по-
зволяет описать незатухающий прерывистый режим граничного трения в детер-
министическом случае, однако полученные результаты сводятся только к числен-
ному анализу и не приводятся условия, при которых устанавливается тот или иной
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режим. Поэтому в данном подразделе проведено дальнейшее исследование, ко-
торое позволяет проанализировать типы устойчивости особых точек и построить
фазовые диаграммы с различными режимами функционирования трибологиче-
ской системы.
Будем искать решение системы дифференциальных уравнений (2.2)–(2.4)
вблизи стационарного состояния в линейной форме
σ = σ0 + α¯e
λt, (2.19)
ε = ε0 + β¯e
λt, (2.20)
T = T0 + γ¯e
λt, (2.21)
где λ – неизвестный показатель, величины σ0, ε0, T0 отвечают стационарному со-
стоянию, а амплитуды α¯, β¯ и γ¯ представляют небольшие отклонения от этого со-
стояния.
Подставляя (2.19)–(2.21) в (2.2)–(2.4) приходим к системе алгебраических
уравнений






τ β¯λeλt = −ε0 − β¯eλt +
(
T0 + γ¯e
λt − 1) (σ0 + α¯eλt) , (2.23)














которые для нулевого порядка при α¯, β¯, γ¯  1 дают стационарные значения. Ана-
лиз последних уравнений позволяет выделить критическую температуру Tc0. При
температуре поверхностей трения Te меньше величины (2.9) реализуется стацио-
нарное значение
σ0 = ε0 = 0, T0 = Te, (2.25)
а при Te > Tc0 в зависимости от начальных условий устанавливается либо значе-
ние (σ+0 ,ε
+







gTe − 1− g






gTe − 1− g
1− g , T0 = 1 + g
−1, (2.26)
соответствующее жидкостному режиму трения смазочного материала. Таким
образом, при Te > Tc0 (2.9) наступает плавление смазки [119–121].
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В первом порядке система (2.22)–(2.24) принимает вид
(λ+ 1)α¯− gβ¯ = 0, (2.27)
(1− T0)α¯ + (τλ+ 1)β¯ − σ0γ¯ = 0, (2.28)
(2σ0 − ε0)α¯ + σ0β¯ + (δα¯ + 1)γ¯ = 0, (2.29)
где фигурируют стационарные значения σ0, ε0, T0, поэтому решение системы для
Te выше и ниже критического значения (2.9) будут отличаться. Рассмотрим сна-
чала диапазон значений Te < Tc0 (твердоподобная смазка). При этом реализуется
стационарное состояние (2.25).




τλ2 + (τ + 1)λ+ g(1− Te) + 1
]
= 0. (2.30)
Уравнение (2.30) имеет три корня:
λ1,2 =
−(τ + 1)±√τ 2 + (4gTe − 4g − 2)τ + 1
2τ
, λ3 = −1
δ
, (2.31)
причем корень λ3 всегда отрицательный. В ситуации с двумя другими
комплексно-сопряженными корнями, действительная часть также всегда отри-
цательна. От вида корней зависит тип устойчивости стационарной точки (см. да-
лее).
В жидкоподобном состоянии смазки (Te > Tc0) реализуются стационар-
ные значения (2.26). В этом случае в систему (2.27)–(2.29) подставляем значения
(2.26), находим детерминант, и приравниваем его к нулю. Получаем кубическое
уравнение
λ3 + Aλ2 +Bλ+ C = 0 (2.32)
с коэффициентами
A = 1 + τ−1 + δ−1,
B = δ−1 +
g(2− Te)
τδ(g − 1) ,
C =




Запишем дискриминант уравнения (2.32):
∆ = −4A3C + A2B2 − 4B3 + 18ABC − 27C2. (2.34)
Если ∆ > 0, то уравнение (2.32) имеет три различных действительных корня.
Равенство нулю дискриминанта ∆ означает, что два действительных корня сов-
падают. Если же дискриминант меньше нуля, то имеем один действительный и
два комплексно-сопряженных корня.
2.3.1. Диаграммы типов устойчивости особых точек
Анализируя собственные числа (2.31) и решения уравнения (2.32), по-
строим диаграмму с областями, характеризующимися различными значения-
ми λi (рис. 2.7). Прямая, разделяющая области 1 и 5 (рис. 2.7а), находится из
Рис. 2.7. Диаграммы типов устойчивости особых точек: а) τ = 3, δ = 30; б) Te = 4,
δ = 3; в) τ = 3, Te = 4
анализа решений (2.31), поскольку в этой области Te < Tc0. Области 1 и 2 на всех
рисунках разделяются условием (2.9) (штриховая линия). Анализ дискриминанта
(2.34) (уравнение ∆ = 0) позволяет построить кривую, отделяющую область 2
от области 3. Дополнительно введем условие AB = C (см. (2.33)), которое по-
зволяет построить линию потери устойчивости системы.3 На рис. 2.7а это кри-
вая, разделяющая области 3 и 4. Существование комплексной части и знак λi
3В этом случае (2.32) может быть записано в виде (λ− a)(λ− bI)(λ+ bI) = λ3− aλ2 + b2λ− ab2, где a и b – дей-
ствительные числа, I – мнимая единица. Приведенное условие можно представить как AB = C с коэффициентами
A = −a, B = b2, C = −ab2.
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определяет тип особой точки при заданном наборе параметров Te, g, τ , δ. То есть
вид стационарного режима при фиксированных параметрах модели иногда можно
определить заранее по значениям λi.
На рис. 2.7а при выбранных параметрах реализуются 5 областей. В обла-
стях 1 и 5 особая точка имеет координаты (2.25) и значения собственных чи-
сел находятся как (2.31). Области 2, 3 и 4 построены при таких параметрах, что
Te > Tc0, и в них реализуются особые точки (2.26), а собственные числа находятся
как решение уравнения (2.32).
В таблице 2.1 указаны корни уравнения (2.32), а также найденные значения
собственных чисел (2.31) для параметров всех пяти областей (соответствующие
точки показаны ромбами на рис. 2.7). На рис. 2.7а выделено 3 типа особых точек:
Табл. 2.1. Типы особых точек в зависимости от параметров Te, g, τ , δ для
рис. 2.7.
№ τ δ g Te λ1 λ2 λ3 Тип устойчивости
1′ 3 0.6 0.2 4 −1.6667 −1.2244 −0.1089 устойчивый узел
2′ 20 3 0.5 4 −1.0489 −0.2771 −0.0573 устойчивый узел
3′ 3 30 0.2 30 −1.3431 −0.0118− 0.2816I −0.0118 + 0.2816I устойчивый фокус
4′ 3 30 0.2 120 −1.3725 0.0029− 0.6076I 0.0029 + 0.6076I седло-фокус
5′ 3 30 0.8 0.5 −0.0333 −0.6667 + 0.1491I −0.6667− 0.1491I устойчивый фокус
устойчивый узел (области 1 и 2), устойчивый фокус (области 3 и 5) и седло-фокус
(область 4). Области с одинаковым типом устойчивости соответствуют разным
особым точкам (твердоподобное стационарное состояние до плавления (2.25) и
после плавления (2.26)). Область 2 (устойчивый узел) на рис. 2.7а очень узкая,
однако разделяет области 1 и 3 на всем диапазоне выбранных значений. Для на-
глядности, на рис. 2.7а на вставке приведена область 2 в увеличенном масштабе с




Для наглядности представим фазовые портреты системы для всех областей
диаграммы. Для этого будем численно решать уравнение (2.18) методом Рунге-
Кутта 4-го порядка точности и строить рисунки для областей диаграммы с па-
раметрами из таблицы 2.1 (для всех пяти точек). Устойчивый узел представлен
на рис. 2.8. Причем рис. 2.8а соответствует температуре Te < Tc0, при кото-
Рис. 2.8. Фазовые портреты уравнения (2.18), соответствующие параметрам то-
чки 1′ (а) и точки 2′ (б)
рой реализуется одна стационарная точка (2.25) (область 1). Этот случай соо-
тветствует затвердеванию смазки со временем. Рис. 2.8б отвечает температуре
Te > Tc0. При такой температуре уже реализуются две симметричные особые то-
чки (2.26) (область 2), отвечающие жидкоподобной смазке. Из вида траекторий
на рис. 2.8a следует, что до установления стационарного состояния (остановка
системы) реализуется апериодический переходной режим, в котором напряже-
ния релаксируют к устойчивому значению σ = 0, отвечающему твердоподобной
структуре смазки. В этом случае движущийся блок, показанный на рис. 2.1, со
временем останавливается. Это может осуществляться при значении скорости
V0 = 0 для случая, показанного на рис. 2.1a. Также эта ситуация характерна
для трибологической системы (рис. 2.1б), при значении скорости V0 = 0, если
нижний блок изначально находится в неравновесном состоянии (пружина либо
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сжата, либо натянута). На рис. 2.8б обе особые точки эквивалентны и, как и на
рис. 2.8а, представляют устойчивые узлы. Однако здесь при всех выбранных на-
чальных условиях с течением времени устанавливается движение с постоянной
скоростью. Такая ситуация соответствует трибологической системе, показанной
на рис. 2.1a при значении V0 6= 0. Заметим, что значение σ < 0 характеризует
отрицательную скорость движения трущейся поверхности, т.е. реверсивное дви-
жение.
2.3.3. Устойчивый фокус
Сходимость в виде устойчивого фокуса также представлена двумя обла-
стями – 3 и 5, где соответственно реализуются особые точки (2.26) и (2.25). При
параметрах области 5 (рис. 2.9а) температура меньше температуры плавления,
поэтому траектории фазового портрета будут сходиться к особой точке (2.25).
Фазовый портрет, изображенный на рис. 2.9б, имеет параметры области 3, по-
Рис. 2.9. Фазовые портреты, полученные при решении уравнения (2.18) при па-
раметрах точки 5′ (а) и 3′ (б)
этому соответствует расплавленной смазке (реализуются две ненулевые особые
точки). Для данного типа устойчивости, в системе трения, рассматриваемой в
данной работе, до установления движения с постоянной скоростью (рис. 2.9б)
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или остановки (рис. 2.9а) реализуются продолжительные колебания, а при не-
которых параметрах траектории не сходятся к особым точкам, а реализуется ха-
отический режим [37], для выяснения особенностей которого необходимо про-
водить дополнительный анализ. В случае, показанном на рис. 2.9а, движущийся
блок (рис. 2.1а), со временем также останавливается, как и на рис. 2.8a. Также
эта ситуация описывает поведение системы, показанной на рис. 2.1б, при V0 = 0,
когда изначально нижний блок не находится в состоянии равновесия, т.е. пружи-
на либо сжата, либо натянута. Когда с течением времени устанавливается движе-
ние с постоянной скоростью (рис. 2.9б), ситуация соответствует трибологической
системе, показанной на рис. 2.1a при значении V0 6= 0.
2.3.4. Седло-фокус
Сходимость в виде седло-фокус может иметь свойства либо седла, либо
фокуса для определенного набора параметров из области. Фазовый портрет, изо-
браженный на рис. 2.10a, характеризуется двумя симметричными особыми то-
чками, представляющими неустойчивые фокусы. Рисунок 2.10б (стационарный
Рис. 2.10. Фазовые портреты уравнения (2.18) при параметрах точки 4′: (а) вбли-
зи особых точек; (б) стационарный режим
режим рис. 2.10a) можно сравнить с хорошо известной в теории хаоса “бабочкой”
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Лоренца [36, 124]. Рассматриваемая область диаграммы соответствует условию
(2.26). В ней не наблюдается установление движения с постоянной скоростью, со
временем система начинает функционировать в хаотическом режиме, где прои-
сходят постоянные фазовые переходы между твердоподобным и жидкоподобным
состояниями смазки. Отсутствие периодичности во времени соответствует реа-
лизации детерминистического хаотичного режима [37], иными словами представ-
ляет странный аттрактор. Такое поведение трибологической системы, показанной
на рис. 2.1б, будет наблюдается, если за счет внешнего воздействия изменяется
направление движения, что соответствует изменению знака скорости движения
трущегося блока. В системах, аналог которых приведен на рис. 2.1а, рассматри-
ваемый хаотический режим реализуется при больших значениях V0 за счет того,
что при “прилипании” поверхностей (σ = 0) пружина успевает сильно натяну-
ться, и при дальнейшем плавлении смазки блок проскальзывает на определенное
расстояние, а пружина при этом сжимается, что обеспечивает изменение направ-
ления движения. За счет этого некоторое время может наблюдаться движение
блока в обратном направлении [37].
Выводы к разделу 2
1. Показано, что используя синергетическую модель граничного трения мо-
жно описывать поведение трибологических систем различных типов. Описан ре-
жим прерывистого движения, часто наблюдаемый в экспериментах. В таком ре-
жиме происходят последовательные фазовые переходы между структурными со-
стояниями смазочного материала. Исследование позволяет расширить получен-
ные ранее результаты в рамках синергетической модели, поскольку описанный
прерывистый режим имеет детерминистическую природу, чего не было показа-
но ранее, однако имеет место в многочисленных экспериментах по исследованию
процессов граничного трения.
2. Показано, что с ростом температуры поверхностей трения в системе
усиливается хаотичность, а при превышении температурой критического значе-
ния система выходит на режим, описываемый аттрактором Лоренца. В широком
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диапазоне параметров реализуется реверсивное движение трущихся поверхно-
стей. Показано, что во всех рассматриваемых режимах в определенном диапазо-
не начальных условий проявляется однотипный переходный режим, состоящий в
наличии затухающих колебаний и последующем “прилипании” поверхностей на
длительное время, после чего устанавливается стационарный режим движения.
При начальных условиях вне указанного диапазона переходной режим опреде-
ляется параметрами системы.
3. В ходе анализа найдены стационарные режимы, которые соответствуют
как сухому, так и жидкостному трению. Определены области параметров, при ко-
торых устанавливается тот или иной режим функционирования трибологической
системы. Кроме этого, выделены различные переходные режимы, которые могут
иметь один из трех типов сходимости: устойчивый узел, устойчивый фокус или
седло-фокус. Для каждого случая построены фазовые портреты и на их основе
описано поведение трибологической системы.
Результаты, представленные в данном разделе, опубликованы в статьях




В этом разделе исследуется пространственно неоднородный случай в рам-
ках модели, описанной в предыдущем разделе. При реализации численной про-
цедуры решения одномерного дифференциального уравнения в частных произво-
дных, которая позволят проследить эволюцию трибологической системы, полу-
чено и описано распределение напряжений по толщине смазки. Построены про-
фили напряжений на разных временах и показана эволюция системы к стаци-
онарному состоянию. Прослежена зависимость этого состояния от температу-
ры и показано, что с ростом температуры увеличивается относительная скорость
сдвига трущихся поверхностей.
Проведен учет пространственной неоднородности напряжений, деформа-
ции и температуры смазочного слоя. Рассмотрено движение трущихся поверхно-
стей во взаимно противоположных направлениях с одинаковыми скоростями, а
также ситуация, когда нижняя поверхностьжестко закреплена, а верхняя сдвига-
ется с фиксированной скоростью. Получены пространственные профили напря-
жений, деформации и температуры в обоих случаях. Учет пространственного ра-
спределения параметров позволяет описать нетривиальное неньютоновское по-
ведение эффективной сдвиговой вязкости смазочного материала. Проведен ана-
лиз влияния температуры поверхностей и вязкости материала на стационарный
режим трения.
При описании неоднородного распределения напряжений по плоскости
контакта показано, что в процессе трения образуется доменная структура с дву-
мя типами доменов. Рассчитаны временны´е зависимости фрактальных размер-
ностей получаемых распределений доменов по плоскости и показано, что суще-
ствует момент времени, когда фрактальные размерности принимают минималь-
ные значения. Выяснено, что в ходе эволюции система стремится к однородно-
му состоянию, в котором по всей плоскости контакта реализуется одно и то же
значение сдвиговых напряжений, задающее относительную скорость движения
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трущихся блоков.
3.1. Учет пространственной неоднородности температуры
Пускай поверхности трения атомарно-гладкие и не содержат дефектов. Та-
кие поверхности часто получают сколом слюды вдоль атомарной плоскости [16].
Пусть смазка однородна и состоит из неполярных квазисферических молекул
(например, молекул октаметилциклотетрасилоксана C8H24O4Si4 [16]), которые
способны образовывать твердоподобные упорядоченные структуры, характери-
зуемые наличием дальнего порядка чередования молекул. В этом случае вдоль
плоскости поверхностей смазку можно считать однородной. В связи с этим далее
рассматривается неоднородность только по толщине смазочного материала (ко-
ордината y). Поэтому для учета неоднородности температуры уравнение (2.4) не-
обходимо представить в виде одномерного дифференциального параболического
уравнения в частных производных. Его можно легко решить численно с помощью
применения явной двухслойной разностной схемы. При этом вся интересуемая
нас пространственно-временна´я область разбивается сеткой. Расчет производи-
тся от начального момента времени t = 0 до времени t = tN , а координата при
этом y ∈ [0, yM ]. Необходимые для решения начальные и граничные условия сле-
дует выбирать из физического представления задачи.
При учете неоднородности по температуре, уравнение (2.4) преобразуется
к виду [25]:
τT T˙ = ∇2T + (Te − T )− σε+ σ2. (3.1)
В работе [25] система уравнений (2.2), (2.3), (3.1) в рамках одномодового





= ∇2σ − ∂E
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, (3.2)
где потенциал E задается выражением [25]
E = [1 + g (1− Te)] σ
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Производная от потенциалаE, взятая со знаком минус, дает термодинамическую
силу f(σ):
f(σ) = − [1 + g (1− Te)]σ − (1− 2g)σ3. (3.4)
В [25] уравнение (3.2) решается аналитически точно в стационарном случае σ˙ = 0.
Здесь приведем численную процедуру решения этого уравнения, что позволяет
проследить эволюцию системы.
3.1.1. Явная двухслойная разностная схема
Уравнение (3.2) представляет одномерное параболическое уравнение. Чи-
сленно его можно решать с помощью применения явной и неявной (рис. 3.1) дву-
хслойных разностных схем. При этом вся интересуемая нас пространственно-
Рис. 3.1. Сетка, демонстрирующая разбиение пространства для решения диффе-
ренциального уравнения (3.2)
временна´я область разбивается сеткой. Расчет производится до времени tN , а
координата y ∈ [0, yM ]. Черные точки на рисунке – необходимые для решения
начальные и граничные условия, выбирающиеся из физического представления
задачи.
При использовании явной схемы производные аппроксимируются как по-















где ∆ = tN/N – шаг по времени, H = yM/M – шаг по координате (расстояние
между узлами сетки по вертикали и горизонтали).

















При использовании неявной схемы, вторая производная (3.5) остается неи-





















С помощью этого выражения получаем систему уравнений для всех временны´х





ется выражением (3.4), где помимо линейного присутствует кубическое слагае-
мое (σji )
3. Поэтому для каждого временно´го слоя получаем систему кубических
уравнений относительно σji , в которую линейно входит σ
j
i+1. Решение этой си-
стемы является трудоемким процессом, поэтому для дальнейшего анализа будем
использовать только явную двухслойную разностную схему.
Система (3.7) содержит N(M − 1) уравнений и позволяет найти значения
σj+1i , зная набор значений на предыдущем временно´м слое σ
j
i . В дополнение к
(3.7) необходим набор начальных условий
σ0i = ϕi, i = 0, 1, ...,M (3.10)
в момент времени t = 0, которые дают (M + 1) уравнений, а также граничные
условия
σj0 = µj,
σjM = νj, j = 1, 2, ..., N, (3.11)
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дающие 2N уравнений. Таким образом, общее количество уравнений (3.7), (3.10),
(3.11) равно количеству неизвестных (узлов решетки) (M + 1)(N + 1).
При движении поверхностей трения согласно уравнению (3.2) в одноро-
дном случае (∇2 ≡ 0) устанавливается стационарное значение напряжений σ0,
следующее из условия ∂E/∂σ = 0 [25]:
σ0 =
√
gTe − g − 1
1− 2g , g < 0.5. (3.12)
Рассмотрим два наиболее распространенных случая. В первом из них верхняя
поверхность движется в одну сторону со скоростью V , а нижняя с такой же ско-
ростью сдвигается в противоположном направлении. При этом напряжения у
верхней поверхности равны σ0, поскольку они задают скорость движения. Ввиду
симметрии задачи напряжения вблизи нижней поверхности равны−σ0, а посере-
дине между поверхностями напряжения равны нулю. Поэтому выберем началь-
ные условия согласно соотношению
σ0i = −σ0 +
2iσ0
M
, i = 0, 1, ...,M, (3.13)
а граничные – согласно
σj0 = −σ0,
σjM = σ0, j = 1, 2, ..., N. (3.14)
В случае, когда нижняя поверхность жестко закреплена и не двигается, а с фи-
ксированной скоростью сдвигается только верхняя, напряжения у верхней по-
верхности равны σ0, а вблизи нижней поверхности σ0 = 0. В этом случае началь-




, i = 0, 1, ...,M, (3.15)
а граничные
σj0 = 0,
σjM = σ0, j = 1, 2, ..., N. (3.16)
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Будем измерять координату y в единицах толщины смазки h, тогда нижней по-
верхности отвечает значение y0 = 0, а верхней – yM = 1. Теперь система уравне-
ний является замкнутой, и может быть решена.
3.1.2. Пространственные профили напряжений
Выберем для решения шаг временно´й сетки ∆ = 10−6, а шаг по координате
H = 0.01. Таким образом, координата делится на M = 100 частей. На рис. 3.2
показан результат решения уравнений, приведенных в предыдущем подразделе.
Рис. 3.2а соответствует сдвигу поверхностей в противоположных направлени-
ях (при начальных условиях (3.13) и граничных (3.14)), на рис. 3.2б сдвигается
только верхняя поверхность, в нижняя покоится (при начальных условиях (3.15)
и граничных (3.16)). На обоих рисунках приведены результаты для 4-х последо-
Рис. 3.2. Пространственные профили напряжений, полученные при численном
решении уравнений при параметрах g = 0.45, Te = 300, τσ = 0.2,а также разных
начальных и граничных условиях
вательных моментов времени. Штриховая кривая на рис. 3.2а представляет на-
чальные условия (3.13), т.е. представляет распределение напряжений в момент
времени t = 0. Далее приведены кривые для моментов времени на 500 временно´м
слое, 1500 и 100000. Что при учете шага интегрирования по времени ∆ дает зна-
чения t = 0.0005, 0.0015, 0.1. Последняя кривая с дальнейшим ростом времени
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не изменяется, т.е. она представляет устанавливающееся стационарное значение
распределения напряжений по толщине смазки (см. [25]).
На рис. 3.2б штриховая кривая представляет начальные условия (3.15), т.е.
показывает распределение напряжений в начальный момент времени t = 0. Да-
лее приведены кривые для моментов времени на 1000 временно´м слое, 2000 и
100000, что соответствует временам t = 0.001, 0.002, 0.1. Последняя кривая пред-
ставляет устанавливающееся стационарное значение распределения напряжений
по толщине смазки. Зависимость, полученная в [25] для стационарного распреде-
ления напряжений по форме совпадает с результатами, приведенными на рис. 3.2.
Однако, поскольку тут дифференциальное уравнение решается численно, появ-
ляется возможность рассматривать временну´ю эволюцию распределения напря-
жений, как это показано на рис. 3.2.
На рис. 3.3 показаны устанавливающиеся по толщине смазки профили на-
пряжений σ при увеличивающейся температуре поверхностей Te в двух рассма-
триваемых случаях (при различных начальных и граничных условиях). Рис. 3.3а
соответствует начальным и граничным условиям рис. 3.2а, а рис. 3.3б построен
при начальных и граничных условиях рис. 3.2б. Профили получены для 500000
временно´го слоя, что при выбранном ∆ соответствует времени t = 0.5. Видно,
что с ростом температуры Te увеличиваются напряжения (3.12) на границах си-
стемы, что приводит к движению с большей скоростью V . Это, в свою очередь,
приводит к более выраженной разнице между напряжениями в верхнем и нижнем
координатных слоях.
3.2. Учет пространственной неоднородности напряжений, дефор-
мации и температуры
В предыдущем подразделе проводится учет пространственной неодноро-
дности по температуре T , хотя в общем случае пространственным распределе-
нием обладают также напряжения σ и деформация ε. Такой более общий случай
рассматривается в рамках этого подраздела. Введение в рассмотрение градиен-
тных слагаемых позволяет изучить временну´ю эволюцию основных параметров
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Рис. 3.3. Стационарный профиль напряжений, полученный при Te =
20, 100, 300, 600: а и б– при начальных и граничных условиях рис. 3.2а и рис. 3.2б
соответственно
смазки по ее толщине, что всегда имеет место, в любом эксперименте. Однако
ввиду ультратонкости смазочного слоя на сегодняшний день экспериментально
измеряются лишь его общие усредненные характеристики [16]: вязкость, вязкие
и упругие напряжения, температуры плавления и затвердевания, и т.д. Процес-
сы, происходящие по толщине смазки в настоящее время изучаются в основном с
помощью методов молекулярной динамики [128,129]. Например, в [129] исследу-
ется система, состоящая из двух блоков толщиной 2 нм, между которыми поме-
щена полимерная смазка толщиной 3 нм. Подобные модели позволяют выяснить
поведение динамических параметров смазочного материала по толщине рассма-
триваемой системы. Так, в [130] изучается распределение напряжений по толщи-
не смазочного слоя при сдвиге верхней и нижней поверхностей в противополо-
жных направлениях и показано, что напряжения в нижней и верхней частях си-
стемы имеют различный знак. Такой же результат получен и в этом подразде-
ле. При изменении градиента скорости по толщине смазки (неньютоновское по-
ведение) будет изменяться уровень диссипации механической энергии, что при-
ведет к неравномерному распределению температуры, т.е. по толщине смазка в
одном месте может быть расплавлена, а в другом проявлять свойства твердого те-
ла.Молекулярно-динамические модели показывают именно такое поведение, на-
пример когда выделенный атомарный смазочный слой перемещается между со-
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седними слоями без разупорядочения [131]. В так называемых stop-start экспе-
риментах [21] характер неоднородного распределения температуры по толщине
смазки критическим образом влияет на поведение системы, поскольку “более на-
гретые” слои способны оставаться жидкоподобными при затвердевании основ-
ного объема смазки, обеспечивая более длительный режим скольжения. Учет не-
однородного распределения напряжений, деформации и температуры по толщи-
не смазочного материала может частично описать те или иные экспериментально
наблюдаемые особенности.
3.2.1. Основные уравнения и разностная схема
Исследуем общий пространственно-неоднородный случай, описание ко-
торого становится возможным при модификации исходной системы уравнений
(2.2)–(2.4) с помощью учета соответствующих градиентных вкладов [132,133]:
σ˙ = Dσ∇2σ − σ + gε, (3.17)
τ ε˙ = Dε∇2ε− ε+ (T − 1)σ, (3.18)
δT˙ = DT∇2T + (Te − T )− σε+ σ2, (3.19)
При использовании явной разностной схемы координатные производные
аппроксимируются с помощью (3.5) и (3.6) как показано на рисунке 3.1. Оконча-
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.(3.22)
Система уравнений (3.20)–(3.22) содержит 3N(M − 1) уравнений и позволяет




i , зная набор значений на предыдущем временно´м




i . В дополнение к (3.20)–(3.22) необходим набор начальных усло-
вий в момент времени t = 0, которые дают 3(M+1) уравнений, а также граничные
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условия, дающие 6N уравнений. Таким образом, общее количество уравнений си-
стемы равно количеству неизвестных 3(M + 1)(N + 1).
При движении поверхностей трения согласно уравнениям (3.17)–(3.19) в
однородном случае (∇2 ≡ 0) устанавливаются стационарные значения напряже-
ний σ0, деформации ε0 и температуры T0 [81]:
σ0 =
√
gTe − (g + 1)
1− g , ε0 =
σ0
g
, T0 = Te. (3.23)
Сперва рассмотрим случай, в котором верхняя трущаяся поверхность движется
со скоростью V , а нижняя с такой же скоростью сдвигается в противоположном
направлении. При этом напряжения, деформация и температура у верхней по-
верхности будут равны σ0, ε0 и T0 соответственно. Значение температуры у грани-
цы нижней поверхности также будет равно T0, поскольку согласно (3.23) T0 = Te,
а Te представляет температуру поверхностей трения, которые являются термо-
статом (внешней средой) [81], то есть их температура в процессе передачи тепла
от смазки, разогретой за счет совершенной работы, не изменяется. Ввиду сим-
метрии рассматриваемой задачи напряжения и деформация вблизи нижней по-
верхности будут равны −σ0 и −ε0 соответственно. Поэтому выберем начальные
условия параметров по толщине смазки согласно соотношению для деформации
ε и температуры T (начальные условия для напряжений σ указаны в соотноше-
ниях (3.13))
ε0i = −ε0 +
2iε0
M
, T 0i = T0, i = 0, 1, ...,M. (3.24)
Граничные условия для напряжения σ записаны в (3.14), а для остальных пара-
метров запишутся следующим образом4:
εj0 = −ε0, εjM = ε0, T j0 = T jM = T0, j = 1, 2, ..., N. (3.25)
В случае, когда нижняя поверхность жестко закреплена и не двигается, а с фи-
ксированной скоростью сдвигается только верхняя, напряжения, деформация и
4В (3.25) индекс j изменяется от 1, поскольку соотношения (3.24) и так уже задают граничные условия на нулевом
временно´м слое при j = 0. Легко убедиться в том, что если в (3.25) j отсчитывать от нуля, ошибки не будет, поскольку
в этом случае соотношения (3.24) и (3.25) продублируют на нулевом временно´м слое одни и те же значения.
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температура у верхней поверхности будут также равны σ0, ε0 и T0, а вблизи ни-
жней будет выполняться равенство σ0 = ε0 = 0, поскольку за счет взаимодей-
ствия атомов поверхности с атомами смазочного материала нижний слой ”при-
липает“ к поверхности [131]. Температура смазки у нижней границы выбирается,
как и ранее, равной T0. В этом случае начальные условия можно представить в




, T 0i = T0, i = 0, 1, ...,M, (3.26)
а граничные условия задаются соотношениями (3.16) для напряжений σ и допол-
нительными:
εj0 = 0, ε
j




M = T0, j = 1, 2, ..., N. (3.27)
При изменении координаты y в единицах толщины смазки h, как и ранее, уровню
нижней поверхности отвечает значение y0 = 0, а у верхней yM = 1.
3.2.2. Пространственные распределения напряжений σ, деформа-
ций ε и температуры T
Как и в предыдущем подразделе, шаг временно´й сетки выбирается ∆ =
10−6, а шаг по координате H = 0.01, то есть координата делится на M = 100
частей. На рис. 3.4 и рис. 3.5 показаны результаты решения численного решения
уравнений (3.20)–(3.22).
Причем рис. 3.4 соответствует сдвигу поверхностей трения в противопо-
ложных направлениях (используются начальные условия (3.13), (3.24) и грани-
чные (3.14), (3.25)), а рис. 3.5 отвечает ситуации, когда сдвигается только верх-
няя трущаяся поверхность, в нижняя покоится (соответственно начальные усло-
вия (3.15), (3.26) и граничные (3.16), (3.27)). На обоих рисунках приведена вре-
менна´я эволюция пространственных распределений напряжений σ, деформаций
ε, а также температуры смазки T . Кривые приведены для 4-х последователь-
ных моментов времени. Штриховые прямые на рис. 3.4 и рис. 3.5 представля-
ют начальные условия, т.е. описывают пространственные распределения вели-
чин в момент времени t = 0 ((3.13) и (3.24) – для рис. 3.4, (3.15) и (3.26)
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Рис. 3.4. Профили напряжений σ, деформаций ε и температуры T с параметрами
g = 0.25, Te = 32, τ = δ = 0.1,Dε = 0.45,Dσ = DT = 0.05
– для рис. 3.5). Поэтому чем дальше от штриховой линии находится кривая
на рисунке, тем более позднему моменту времени она соответствует. Кривые на
обоих рисунках соответствуют временам на 2000 временно´м слое, 10000, 80000
и 1000000. Что при учете шага интегрирования по времени ∆ = 10−6 дает значе-
ния t = 0.002, 0.01, 0.08, 1.0. Последняя кривая, полученная для момента времени
t = 1.0, на обоих рисунках с дальнейшим течением времени не изменяет вид, т.е.
представляет установившиеся стационарные значения распределений соответ-
ствующих величин по толщине смазки.
Как видно из рис. 3.4, рис. 3.5 и вставок на них, напряжения с течением
времени изменяются медленней, чем деформация и температура. Это связано с
тем, что время релаксации напряжений выбрано в 10 раз большим, чем времена
релаксации двух других параметров. В этом случае выполняется синергетический
принцип соподчинения, когда изменения деформации ε и температуры T следуют
за изменением напряжений (параметр порядка).5 Отметим, что на рис. 3.4 кри-
вые симметричны относительно срединного слоя смазки, в области которого на-
пряжения и деформации равны нулю. Это происходит за счет того, что трущиеся
поверхности сдвигаются в противоположных направлениях с одинаковыми ско-
ростями. При этом, согласно зависимости T (y), если двигаться от центра смазо-
5В таком случае часто используется адиабатическое приближение τ ε˙, δT˙ ≈ 0, которое позволяет записать урав-
нение Ландау-Халатникова, и при его интегрировании найти явный вид синергетического потенциала, являющегося
аналогом свободной энергии в термодинамике, либо потенциальной энергии в механике [34].
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Рис. 3.5. Профили напряжений σ, деформаций ε и температуры T с параметрами
рис. 3.4 и g = 0.1
чного слоя по направлению к любой из поверхностей (в перпендикулярном к ним
направлении), температура T сначала уменьшается, а затем снова начинает уве-
личиваться, пока у поверхностей не примет значение Te. Зависимости на рис. 3.5
фактически повторяют правую часть зависимостей, приведенных на рис. 3.4 при
y > 0.5, т.е. распределения, которые наблюдаются на рис. 3.4 выше центра си-
стемы. Это вполне объяснимо, так как в случае, показанном на рис. 3.5, нижняя
поверхность покоится, и возле нее реализуются значения σ = ε = 0, так же как
и в срединном слое смазки на рис. 3.4. Рис. 3.4 и рис. 3.5 при различном наборе
параметровDσ, Dε иDT могут показывать различное поведение. Это в том числе
означает, что вид кривой нагружения σ(ε) [134] изменяется по толщине смазочно-
го материала, т.е. смазка по толщине может показывать как режим пластического
течения (скольжение), так и гуковский участок зависимости σ(ε). В эксперименте
обычно измеряются усредненные характеристики, что, как правило, не позволяет
провести такой анализ [16].
Рисунки 3.4 и 3.5 показывают временну´ю эволюцию основных параметров.
Отметим, что в зависимости от начальных условий характер эволюции может
быть весьма различным, но при фиксированных параметрах в итоге устанавлива-
ются стационарные распределения величин σ, ε, T по толщине смазочного мате-
риала. Именно они и определяют устанавливающийся режим трения. На рис. 3.6
приведены стационарные распределения напряжений по толщине смазки σ(y),
полученные при параметрах рис. 3.4 иDε = DT = 0,Dσ = 0.05. Кривые 1–4 отве-
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чают температурам Te = 10, 50, 100, 150 соответственно: а) начальные и грани-
чные условия (3.13) и (3.14) для напряжений σ, (3.24) и (3.25) для деформации ε
и температуры T ; б) начальные и граничные условия (3.15) и (3.16) для напряже-
ний σ, (3.26) и (3.27) для деформации ε и температуры T Рисунок демонстрирует
Рис. 3.6. Профили напряжений σ(y), полученные при параметрах рис. 3.4 и
Dε = DT = 0,Dσ = 0.05
тот факт, что с ростом температуры возрастает относительная скорость движения
поверхностей, поскольку вязкость смазки уменьшается и она становится более
жидкой (согласно (2.8) напряжения определяют относительную скорость сдвига
поверхностей V ).
На рис. 3.7 показано влияние на режим трения коэффициента Dσ
при Dε = DT = 0. На этом рисунке кривые 1–3 отвечают величинам Dσ =
0.01, 0.05, 0.5 соответственно; а) начальные и граничные условия (3.13) и (3.14)
для напряжений σ, (3.24) и (3.25) для деформации ε и температуры T ; б) началь-
ные и граничные условия (3.15) и (3.16) для напряжений σ, (3.26) и (3.27) для де-
формации ε и температуры T . В этом случае устанавливаются такиеже зависимо-
сти, как и на предыдущих рисунках. Однако стоит отметить, что при увеличении
Dσ (кривая 3) распределение напряжений по толщине находится рядом с прямой
линией, соответствующей начальным условиям. То есть с увеличением коэффи-
циента Dσ смазка приобретает ньютоновские свойства, поскольку реализуется
зависимость V (y) = V0y/h (скорость V линейно нарастает от нуля у нижней не-
движимой поверхности до максимального значения V0 у верхней). На рис. 3.7б
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Рис. 3.7. Профили напряжений σ(y), полученные при параметрах рис. 3.4 и
Dε = DT = 0, Te = 100
хорошо видно, что при уменьшении коэффициента Dσ вязкость становится не-
ньютоновской и верхний слой смазки затвердевает, поскольку с увеличением Dσ
растет толщина приповерхностного слоя, который сдвигается со скоростью, рав-
ной скорости верхней поверхности V0. Таким образом, вариация Dσ позволяет
учитывать тип используемой смазки, варьируя ее вязкостные характеристики.
3.3. Анализ неоднородных пространственных структур, возникаю-
щих в плоскости смазочного слоя при движении трущихся по-
верхностей
В рамках данного подраздела будем полагать, что в уравнениях (3.17)–
(3.19) ∇2 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂z2, где x и z – координаты по плоскости смазочного
материала. Таким образом, мы учитываем неоднородность по плоскости смазки.
Для численного моделирования используется явная разностная схема с
шагом дискретизации по обоим координатамH = 0.01 и по времени dt = 2 · 10−5.
Рассмотрим квадратную плоскость контакта размером 10 × 10. При этом коли-
чество точек по обоим осям Nx = Nz = 1000. Начальные условия по плоско-






−2 ln r1 cos (2pir2), ri ∈ (0, 1], (3.28)
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где r1, r2 – псевдослучайные числа с равномерным распределением, а I – ин-
тенсивность стохастического источника, которая задет дисперсию µ =
√
2I . На-
чальные распределения деформаций ε0i,j и температуры T
0
i,j выбираются аналоги-
чным образом, только для температуры берутся абсолютные значения, посколь-
ку она должна быть положительной. При этом для величин σ0i,j и ε
0
i,j начальное
распределение по плоскости контакта является Гауссовым (1.11), где ξ = σ, ε.
Поскольку температура T берется по абсолютному значению, она реализуется
только в положительной области, и для нее вероятность (1.11) умножается на
2. Будем рассматривать бесконечные поверхности, пренебрегая краевыми эффе-
ктами, поэтому воспользуется периодическими граничными условиями, когда си-
стема замыкается сама на себя [135].
3.3.1. Распределение напряжений σ по плоскости контакта σ(x, z)
На рис. 3.8 приведены распределения напряжений σ по плоскости контакта
xz, полученные при различных значениях коэффициентов диффузии, для четырех
последовательных моментов времени t. Панели рисунка, показанные по горизон-
тали, соответствуют последовательным моментам времени t = 0.01, 0.1, 1.0, 10.0.
По вертикали группы горизонтальных панелей отвечают значениям коэффици-
ентов диффузии Dσ = Dε = DT = D = 10−3, 10−2, 10−1, 1.0 соответственно. Во
Рис. 3.8. Распределение напряжений σ по плоскости контакта σ(x, z), получен-
ные при численном решении уравнений (3.17) – (3.19) при параметрах g = 0.5,
Te = 30, τ = δ = 1
всех рассматриваемых случаях Dσ = Dε = DT . Поэтому условимся обозначать
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значения всех трех коэффициентов одной общей буквойD. На рисунке показаны
темные и светлые области, для темных σ < 0, для светлых σ > 0. Верхний ряд
на рисунке соответствует значению D = 10−3, где видно, что на малых временах
t с равной вероятностью реализуются как темные, так и светлые участки, так как
распределение σ(x, z) при t = 0.01 близко к начальному распределению, которое
задаться формулой (1.11). С течением времени в системе образуется упорядочен-
ная структура, состоящая из доменов с положительными и отрицательными зна-
чениями напряжений σ. Причем с ростом времени t характерные размеры обоих
типов доменов увеличиваются. На рисунке приведена эволюция распределений
напряжений для 4-х значений коэффициента D. Видно, что с увеличением D си-
стема эволюционирует быстрей, и в ней в конечном итоге устанавливается ситу-
ация, когда по всей плоскости контакта σ < 0 (D = 1.0, t = 10). Отметим, что все





i,j, что позволяет проследить влияние коэффициентаD на поведение си-
стемы. Из характера рисунков и анализа полученных распределений σ(x, z) сле-
дует, что при всех выбранных D система стремится к однородному состоянию,
когда по всей плоскости напряжения одинаковы. Такая ситуация соответствует
движению верхней трущейся поверхности с фиксированной скоростью, посколь-
ку величина напряжений σ согласно (2.8) задает относительную скорость трущи-
хся блоков.
Рассмотрим для упрощения исходную систему (3.17)–(3.19) в адиабатиче-
ском пределе
τσ  τε, τT (3.29)
при Dσ = Dε = DT = 0. В этом случае согласно (2.5) можно положить δ =
τ = 0, что позволяет исходную систему представить единственным уравнением













ln(1 + σ2), (3.31)
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являющимся в механике аналогом потенциальной энергии (либо свободной энер-
гии в термодинамике). Потенциал (3.31) обладает двумя симметричными миниму-
мами (см. рис. 3.9), задающими стационарные значения напряжений (2.10), ко-
Рис. 3.9. Зависимость синергетического потенциала V (σ) (3.31) при параметрах
g = 0.5, Te = 30
торые увеличиваются по абсолютному значению с ростом температуры Te (со-
гласно (2.8) при этом увеличивается скорость проскальзывания трущихся бло-
ков). При параметрах рис. 3.8 и рис. 3.9 стационарное значение (2.10) составля-
ет σ±0 ≈ ±5.1962. В случае D = 1.0 на временах t > 30 по всей области контакта
как раз реализуется значение σ0 ≈ −5.1962. Отметим, что согласно структуре
уравнений (3.17)–(3.19) в ситуации, когда смазка имеет однородную структуру
и ее состояние по всей области контакта характеризуется одним значением σ0,
влияние пространственных производных нивелируется, и устанавливается стаци-
онарное состояние, описываемое формулой (2.10). Однако, как видно из рис. 3.8,
релаксация системы к стационарному состоянию при малом значении коэффици-
ента D может занимать довольно существенное время, поэтому влияние неодно-
родности в данном подходе нельзя игнорировать.
Согласно зависимости V (σ) (3.31), приведенной на рис. 3.9, поведение си-
стемы, показанное на рис. 3.8, можно пояснить следующим образом. Начальные
условия по плоскости контакта выбираются случайным образом, причем равно-
вероятно присутствуют как положительные, так и отрицательные значения на-
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пряжений σ. В итоге в области одних участков контакта чаще встречаются отри-
цательные значения напряжений, в области других – положительные. Из первых
будут формироваться домены со значением σ < 0, которые отвечают левой ве-
тке потенциала на рис. 3.9, из вторых – домены со значением σ > 0 (правая ве-
тка V (σ)). В связи с этим на эволюцию системы сильно влияет набор начальных
условий.
Выводы к разделу 3
1. Проведен анализ одномерного параболического уравнения с помощью
численных методов. С помощью явной двухслойной разностной схемы проведен
численный анализ и построены рисунки профилей напряжений, которые отобра-
жают различные временны´е слои и устанавливающееся стационарное состояние.
Также проведен анализ зависимости стационарного распределения напряжений
в смазке в зависимости от значения температуры поверхностей трения.
2. Проведен учет пространственной неоднородности напряжений, дефор-
мации и температуры по толщине смазки. Получены пространственные профили
напряжений, деформации и температуры на различных временах. Показано, что в
рассмотренных ситуациях с течением времени устанавливается стационарное ра-
спределение напряжений, а также деформации и температуры по толщине смаз-
ки. Стационарные значения напряжений и деформации в направлении к поверх-
ностям трения монотонно нарастают, в то время как координатная зависимость
температуры имеет немонотонный вид с ярко выраженным минимумом. Показа-
но, что вариацией параметров, отвечающих за вклад градиентных членов, возмо-
жно изменять характеристики вязкости смазки, в том числе описывать ньюто-
новское поведение, а также случай, в котором верхний слой смазки затвердевает
и движется вместе с поверхностью как единое целое.
3. Проведен учет пространственной неоднородности основных параметров
модели по плоскости смазочного слоя. Показано, что в рассматриваемом случае
по плоскости контакта формируются два сорта доменов – с положительными и
отрицательными значениями напряжений. Рассмотрена временна´я эволюция до-
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менной структуры и показано, что с течением времени смазка становится одноро-
дной, и по всей плоскости контакта реализуется одно и то же значение сдвиговых
напряжений, которое задает относительную скорость движения трущихся бло-
ков. Показано, что возможно подобрать параметры, при которых система быстро
эволюционирует к стационарному состоянию, и наоборот, когда наблюдается ме-
дленная релаксация. В работе рассмотрена ситуация, когда система с течением
времени становится однородной, однако возможно подобрать параметры, при ко-
торых будет реализоваться режим хаоса, в котором доменная структура будет по-
стоянно изменять свой вид с течением времени, и стационарный режим движения
устанавливаться не будет. Полученные результаты могут быть использованы как
для объяснения конкретных экспериментов, так и в методологических целях, на-
пример при анализе системы Лоренца, к которой формально сводится система
уравнений, представленная в данной работе.
Результаты, представленные в данном разделе, опубликованы в статьях
[39,41], статье в материалах конференции [45] и тезисах конференций [48,50,51].
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РАЗДЕЛ 4
ВЛИЯНИЕ ДЕФОРМАЦИОННОГО ДЕФЕКТАМОДУЛЯ СДВИГА НА
РЕЖИМ ТРЕНИЯ
В данном разделе при учете деформационного дефекта модуля сдвига про-
анализировано влияние аддитивных флуктуаций напряжений, деформации и тем-
пературы на процесс плавления смазочного материала, зажатого между дву-
мя атомарно-гладкими твердыми поверхностями при их взаимном перемещении.
Исследовано влияние параметров системы на фазовую диаграмму, где интенсив-
ностьшума температуры и температура поверхностей трения определяют области
сухого, жидкостного и прерывистого трения. Построены зависимости эффектив-
ного потенциала и распределения вероятностей от величины напряжений, вид ко-
торых определяет режим трения. Также исследуется влияние деформационного
дефекта модуля сдвига смазочного материала на характер самоподобного пове-
дения временны´х рядов напряжений при наличии в системе аддитивных некорре-
лированных флуктуаций.
4.1. Основные уравнения
При учете деформационного дефекта модуля сдвига и влияния аддитивных
некоррелированных флуктуаций основные уравнения (2.2)–(2.4) перепишутся в
виде [81,136]:
τσσ˙ = −σ + g(σ)ε+
√
Iσξ1(t), (4.1)
τεε˙ = −ε+ (T − 1)σ +
√
Iεξ2(t), (4.2)
τT T˙ = (Te − T )− σε+ σ2 +
√
IT ξ3(t). (4.3)
Тепловое среднеквадратическое отклонение молекул (атомов) в отсутствии
сдвига можно определить из равенства 〈u2〉 = T/Ga [60], где a ∼ 1 нм со-
ответствует постоянной решетки или межмолекулярному расстоянию, а G –
это модуль сдвига. Сдвиговое среднее значение смещения отвечает уравнению
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〈u2〉 = σ2a2/G2. Сумма этих выражений представляет полное среднеквадратиче-
ское смещение при условии независимости тепловых флуктуаций и напряжений.
Это значит, что процесс плавления смазки может быть вызван как повышени-
ем температуры, так и влиянием напряжений, которые создаются поверхностями
трения. Таким образом, можно независимо рассматривать флуктуации деформа-
ции и тепловые флуктуации.








учитывающая деформационный дефект модуля сдвига, описывающий переход
режима упругой деформации в пластическую. В стационарном случае σ˙ = 0 в
отсутствие шума уравнение (4.1) приводит к зависимости
σ = g(σ)ε, (4.5)
представляющую кривую нагружения [134,136], вид которой определяет стацио-
нарный режим трения6. Для дальнейшего анализа нам также понадобится прои-












В (4.4), (4.6) прямые скобки означают то, что напряжения σ берутся по абсолю-
тному значению, поскольку α1 > 0. Для четных β это условие удовлетворяется
автоматически. На рис. 4.1 изображены зависимости (4.5) при различных зна-
чениях β. Кривые 1–5 на рисунке отвечают значениям β = 1, 2, 3, 4, 5, причем
кривые 2–4 расположены по очереди между показанными цифрами кривыми 1
и 5. Рис. 4.1а отвечает значению θ1 = 0.02 и на нем видно, что увеличение β при-
водит к увеличению угла наклона кривой σ(ε) на гуковском участке, а также к
уменьшению наклона на участке пластического течения. Таким образом, с ро-
стом β переход между сухим и жидкостным режимами трения становится более
6На гуковском участке смазка твердоподобна и реализуется сухое трение, участок пластического течения отвечает
жидкоподобной смазке и режиму скольжения [136].
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Рис. 4.1. Зависимость (4.5) при параметрах gθ = 0.5,α1 = 0.2: a) θ1 = 0.02; б) θ1 =
0.95
выраженным. Поскольку введенный в рассмотрение параметр β является фено-
менологическим, его вариации позволяют применить данную модель к описанию
конкретных экспериментов, где наблюдается то или иное поведение. Рис. 4.1б
построен при θ1 = 0.95 и показывает, что с ростом параметра θ1 величина β не
оказывает существенного влияния на вид стационарной зависимости σ(ε), по-
скольку кривые для всех пяти значений β на рисунке практически ложатся на
одну линию. Однако, поведение системы не ограничивается видом кривой σ(ε).
Как будет показано далее, величина β даже при θ1 = 0.95 критическим обра-
зом влияет на вид фазовой диаграммы, которая показывает кинетические режимы
трения. Отметим, что согласно значениям на осях на рис. 4.1б на всей показанной
области реализуется участок пластического течения. Поэтому далее стационар-
ные напряжения σ0 = 0 отвечают твердоподобной смазке, а при σ0 6= 0 смазка
жидкоподобна [81,136].
Графические зависимости g(σ) и g′(σ) при фиксированных параметрах мо-
дели приведены на рис. 4.2a, из которого видно, что функция g(σ) одинаково
описывает особенность как для положительной, так и для отрицательной обла-
сти напряжений, что является ключевым моментом, поскольку напряжения про-
порциональны скорости сдвига (1.3) и их знак указывает на одно из возмо-
жных направлений движения верхней поверхности трения, которые эквивален-
тны. Производная g′(σ) соответствует виду g(σ). Причем указанная производная
равна нулю в областях |σ|  1 и |σ|  1, где функция g(σ) = const. Это связано с
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Рис. 4.2. a) Графические зависимости g(σ) (4.4) (сплошная линия) и
g′(σ) (4.6) (штриховая линия); б) Кривая нагружения σ(ε) (4.5). Рисунки
построены при параметрах рис. 4.1 и θ1 = 0.4, β = 5
тем, что при малых напряжениях функция g(σ) описывает гуковский участок кри-
вой нагружения (4.5) (см. рис. 4.2б) с постоянным наклоном gθ/θ1, а при возра-
стании напряжений реализуется более пологий участок пластического течения,
характеризуемый значением наклона gθ.
4.2. Уравнение Фоккера-Планка и стационарные состояния
В уравнениях (4.1)–(4.3) для учета влияния флуктуаций основных параме-
тров введены δ – коррелированные стохастические гауссовские источники ξi(t)
с интенсивностями Iσ, Iε и IT . Моменты функций ξi(t) определяются следующим
образом [81,89]:
〈ξi(t)〉 = 0, 〈ξi(t)ξj(t′)〉 = 2δijδ(t− t′). (4.7)
В дальнейшем будем использовать метод, описанный в [89]. В рамках адиаба-
тического приближения τσ  τε, τT в уравнениях (4.2), (4.3) можно положить
τεε˙ ≈ 0, τT T˙ ≈ 0. Учитывая это, (4.1) принимает вид уравнения Ланжевена (по-
этапный переход см. в [81,89]):




где обобщенная сила f(σ) и эффективная интенсивность шума I(σ) задаются
выражениями [81]:











В общем случае уравнению (4.8) может соответствовать множество форм
уравнения Фоккера-Планка (УФП). В данной работе используется исчисление
Стратоновича, поскольку оно позволяет автоматически учитывать корреляции
на малых временах, присущие практически всем физическим системам. Соответ-















I(σ)P (σ, t)]. (4.11)
Со временем распределение решений (4.8) становится стационарным, и его явный
вид может быть найден из (4.11) при ∂P (σ, t)/∂t = 0:
P (σ) = Z−1 exp{−U(σ)}, (4.12)










Точки экстремума распределения (4.12) (потенциала (4.13)) определяются усло-
вием dU/dσ = 0, которое приводит к уравнению dI/dσ − 2f = 0. Введем перео-
бозначение x ≡ 1 + σ2 и запишем условие экстремума в явном виде










+2g2(σ) [IT − Iε] = 0, (4.14)
В случае σ = 0 из (4.14) получим соотношение
Te = 1 + g
−1
θ θ1 + gθθ
−1






задающее границу существования нулевого стационарного решения σ0 = 0.
Исходя из уравнения (4.15), решение σ0 = 0 не существует при значении параме-
тра β < 2. При β = 2 (4.15) принимает вид
Te = 1 + g
−1
θ θ1 + gθθ
−1





а при β > 2 имеем
Te = 1 + g
−1
θ θ1 + gθθ
−1
1 (IT − 2Iε). (4.17)
4.3. Фазовые диаграммы кинетических режимов трения
Влияние параметра β на поведение системы отображено на фазовых ди-
аграммах на рис. 4.3 с областями жидкостного (SF ), сухого (DF ), прерыви-
стого (SS), жидкостного метастабильного и устойчивого (MSF + SF )трения.
Рис. 4.3а отвечает случаю β = 1. При таком значении β на диаграмме наблюдае-
Рис. 4.3. Фазовые диаграммы при параметрах рис. 4.1б и Iε = 5: a) β = 1; б) β = 2
тся жидкостный (SF ) режим трения и комбинация жидкостного метастабильного
с жидкостным устойчивым (MSF + SF ) режимом. Отсутствие области сухого
трения DF объясняется отсутствием нулевого стационарного решения σ0 = 0
согласно (4.15). Поэтому нулевой максимум функции распределения P (σ) (4.12)
здесь не наблюдается. В области SF функция распределения P (σ) имеет един-
ственный ненулевой максимум, а область MSF + SF характеризуется сосуще-
ствованием двух ненулевых максимумов P (σ), что отвечает прерывистому режи-
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му, при котором происходят переходы между метастабильным и устойчивымжид-
костным трением.
Фазовая диаграмма при β = 2 показана на рис. 4.3б. В этом случае появля-
ется прямая А, которая задается уравнением (4.16) и дает границу существования
нулевого стационарного решения σ0 = 0. Выше этой прямой реализуются те же
режимы, что и на рис. 4.3а, то есть максимум функции P (σ) при σ = 0 отсутству-
ет. Ниже прямой А всегда существует нулевое стационарное решение σ0 = 0. В
области сухого трения DF фазовой диаграммы наблюдается единственный ма-
ксимум функции распределения при σ0 = 0. Двухфазная область SS диаграммы
характеризуется сосуществованием максимумов распределения P (σ) при нуле-
вом и ненулевом значениях напряжений, что соответствует реализации прерыви-
стого (stick-slip) режима, в котором происходят переходы между сухим и жид-
костным трением.
На рис. 4.4 представлены области жидкостного (SF ), сухого (DF ), пре-
рывистого (SS), прерывистого и жидкостного (SS + SF )трения. При β = 3
и β = 4 фазовые диаграммы имеют только количественные различия, что ил-
люстрируют рис. 4.4а и рис. 4.4б соответственно. На этих рисунках, как и на
Рис. 4.4. Фазовые диаграммы при параметрах рис. 4.1б и Iε = 5: a) β = 3; б) β = 4
рис. 4.3б, присутствует прямая А, которая соответствует уравнению (4.17) и по-
этому проходит левее, чем на рис. 4.3б. Выше этой прямой при β = 3 и β = 4,
в отличии от β = 2, находится единственная область жидкостного трения SF , то
есть функция распределения P (σ) имеет единственный ненулевой максимум. В
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этом случае также отсутствует областьMSF + SF . В то же время, ниже прямой
А реализуются три различные области, в которых функция распределения P (σ)
имеет нулевой максимум – это описанные ранее области сухого DF и прерыви-
стого SS трения, а также область прерывистого и жидкостного (SS+SF ) трения,
в которой реализуются три максимума функции распределения (нулевой и два не-
нулевых), что отвечает специфическому прерывистому режиму движения, в ко-
тором осуществляются переходы между устойчивым жидкостным, жидкостным
метастабильным и сухим режимами трения.
Для более полного анализа системы при параметрах рис. 4.4б построены
зависимости стационарных напряжений σ0 от температуры поверхностей трения
Te (рис. 4.5) при различных значениях интенсивностей IT . Кривая 1 отвечает зна-
Рис. 4.5. Зависимости стационарных напряжений σ0 от температуры поверхно-
стей трения Te при параметрах рис. 4.4б. Кривые 1–6 соответствуют значениям
IT = 3, 7, 12, 16, 22, 70
чению IT = 3. Здесь при любых значениях температуры Te стационарное значение
напряжений σ0 > 0, то есть смазка жидкоподобна, что отвечает области SF на
рис. 4.4б. При значении IT = 7 (кривая 2 на рис. 4.5) при Te меньше некоторого
критического значения вероятность P (σ) (4.12) имеет нулевой (твердоподобная
структура смазки) и ненулевой (жидкоподобная структура) максимумы, которые
разграничены минимумом (штриховая часть кривой 2). Таким образом, до неко-
торого критического значения Te реализуется прерывистый (stick-slip) режим,
в котором происходят переходы между сухим и жидкостным трением, что соо-
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тветствует области SS на рис. 4.4б. После этого значения Te (для кривой 2) со-
стояние смазочного материала характеризуется единственным максимумом ве-
роятности P (σ) при σ0 > 0, как и в случае IT = 3 (кривая 1), что соответству-
ет области SF на рис. 4.4б. Штриховые участки зависимостей, приведенные на
рис. 4.5, отвечают неустойчивым стационарным состояниям (минимумам вероя-
тности P (σ) (4.12), либо максимумам потенциала U(σ) (4.13)).
Кривые 3–5 показывают одинаковое количество стационарных значений
σ0, однако при различных значениях температуры Te для каждой из этих кри-
вых набор решений σ0 будет различным. Это происходит, поскольку значения
IT = 12, 16, 22, при которых построены эти кривые, соответствуют сечениям на
фазовой диаграмме на рис. 4.3, проходящим через различные области при увели-
чении температуры Te. Кривая 6 (IT = 70) отличается от кривых 3–5 отсутствием
режима SS + SF . В этом случае сначала следует единственный нулевой макси-
мум вероятности P (σ) (область DF ), далее идет область SS, в которой суще-
ствуют два максимума вероятности (нулевой и ненулевой), а затем наблюдается
единственный ненулевой максимум вероятности P (σ) (область SF ).
На рис. 4.6 показан эффективный потенциал U(σ) (4.13) и распределение
вероятности P (σ) (4.12) при параметрах рис. 4.4б. Кривым 1–4 соответствуют
Рис. 4.6. Эффективный потенциал U(σ) (4.13) и распределение вероятности
P (σ) (4.12) при параметрах рис. 4.4б
наборы значений Te = 1 и IT = 20; Te = 1 и IT = 10; Te = 3.7 и IT = 20; Te = 2
и IT = 7.8. Кривая 1 построена при параметрах областиDF на рис. 4.4б, и имеет
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единственный нулевой минимум эффективного потенциала (4.13) и единственный
максимум распределенияP (σ) (4.12). Кривая 2 на рис. 4.6 построена при параме-
трах области SS, поэтому она имеет два максимума P (σ) (нулевой и ненулевой), и
соответственно два минимума U(σ). При параметрах кривой 3 (область SS+SF )
реализуется три минимума (один из которых нулевой) потенциалаU(σ) (рис. 4.6а)
и три максимума распределения вероятности P (σ) (рис. 4.6б). При параметрах
области SF (кривая 4) на рис. 4.6б P (σ) имеет единственный ненулевой макси-
мум, что соответствует режиму жидкостного трения. Потенциал U(σ) в этом слу-
чае имеет единственный минимум при σ0 6= 0.
На рис. 4.3 показаны фазовые диаграммы при фиксированных значения
Iε = 5 в координатах Te–IT . Выражение (4.14), использованное для построе-
ния диаграмм показывает, что величина интенсивности шума Iσ не влияет на вид
диаграмм. Однако, остался вопрос о влиянии интенсивности Iε. С целью выясне-
ния такого влияния дополнительно построим фазовые диаграммы в координатах
Iε–IT при параметрах рис. 4.3 с областями жидкостного (SF ), сухого (DF ), пре-
рывистого (SS), жидкостного метастабильного и устойчивого (MSF + SF ), пре-
рывистого и жидкостного (SS + SF ) трения. На фазовых диаграммах, приведен-
Рис. 4.7. Фазовые диаграммы при параметрах рис. 4.3б и Te = 1.7: а) β = 1; б)
β = 2; в) β = 3
ных на рис. 4.7 реализуются те же области, что и на рис. 4.3. При целочисленных
значениях β = 3 . . . 10 фазовые диаграммы имеют только незначительные коли-
чественные различия и качественно повторяю вид диаграммы при β = 3, которая
приведена на рис. 4.7в.
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Рис. 4.8. Зависимости стационарных напряжений σ0 от интенсивности шума Iε.
Кривые 1–3 соответствуют значениям IT = 10, 30, 60. Рис. 4.8a и 4.8б построены
при параметрах фазовых диаграмм на рис. 4.7a и рис. 4.7б соответственно
На рис. 4.8a и рис. 4.8б приведены зависимости стационарных напряже-
ний σ0 от интенсивности шума Iε при различных значениях интенсивностей IT ,
которые позволяют подробно проанализировать режимы трения, показанные на
фазовых диаграммах рис. 4.7a и рис. 4.7б.Штриховые участки зависимостей, как
и ранее, отвечают неустойчивым стационарным состояниям, сплошные – устой-
чивым. На рис. 4.8a все кривые выходят из начала координат, что иллюстри-
рует отсутствие области сухого трения на фазовой диаграмме, приведенной на
рис. 4.7a. Кривая 1 отвечает значению IT = 10, здесь при любых значениях Iε
стационарное значение напряжений σ0 > 0 (жидкоподобная смазка), что соо-
тветствует области SF фазовой диаграммы рис. 4.7a. Значение IT = 30 отвечает
кривой 2, на которой реализуется два критических значения интенсивности шума
Iε. До первого критического значения и после второго кривая 2 имеет один нену-
левой максимум функции распределения P (σ) (как и в случае кривой 1), что со-
ответствует области SF фазовой диаграммы. Между первым и вторым критиче-
скими значениями наблюдается два ненулевых максимума функции распределе-
ния P (σ) (сплошные участки кривой), которые разграничены минимумом (штри-
ховая часть кривой), что соответствует комбинации жидкостного метастабиль-
ного с жидкостным устойчивым (MSF + SF ) трением. Кривая 3 (IT = 60) име-
ет одно критическое значение интенсивности шума Iε, до которого функция рас-
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пределения P (σ) имеет два максимума (областьMSF + SF фазовой диаграммы
на рис. 4.7a). При превышении этого критического значения наблюдается един-
ственный максимум функции распределения P (σ), показанный сплошной линией
(область SF ).
На рис. 4.8б, в отличии от рис. 4.8a, все кривые показывают наличие нуле-
вого максимума функции распределения P (σ), поскольку зависимости выходят
не из начала координат, как это было на рис. 4.8a. Для кривых 1 и 2 на рис. 4.8б
(IT = 10 и IT = 30 соответственно) до некоторого критического значения на-
блюдается сухой режим трения, что отвечает области DF фазовой диаграммы
на рис. 4.7б, а при превышении этого критического значения поведение анало-
гично описываемому кривыми 1 и 2 на рис. 4.8a. Кривая 3 на рис. 4.8б отвечает
значению IT = 60 и также имеет дополнительное критическое значение интен-
сивности шума Iε при σ0 = 0 в сравнении с аналогичной кривой на рис. 4.8a,
после превышения которого характеры поведения обеих кривых совпадают. До
этого критического значения наблюдается два максимума функции распределе-
ния P (σ) (нулевой и ненулевой), что соответствует прерывистому режиму трения
(stick-slip). Отметим, что на обоих рисунках кривая 3 проходит через отрица-
тельную нефизичную область интенсивности шума Iε, что обеспечивает при ну-
левом значении интенсивности Iε наличие ненулевого максимума P (σ).
4.4. Численный анализ
Далее параллельно с аналитическим представлением задачи будем допол-
нительно проводить численный анализ и покажем, что эти подходы эквивален-





где dW (t) = W (t+ dt)−W (t) – винеровский процесс, обладающий свойствами
белого шума [137]:
〈dW (t)〉 = 0, 〈(dW (t))2〉 = 2dt. (4.19)
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Для численного решения уравнения (4.18) достаточно использования метода Эй-















С учетом определения дискретного аналога дифференциала случайной силы
dW (t) ≡ √∆tWn, получим итерационную процедуру расчета временно´го ряда на-
пряжений:
σn+1 = σn +
(
f(σn) +
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Уравнение решается на временно´м промежутке t ∈ [0, T ′]. При заданном количе-
стве итерацийN (количество точек временно´го ряда) прирост времени определя-
ется как ∆t = T ′/N . СилаWi обладает свойствами
〈Wn〉 = 0, 〈W 2n〉 → 2. (4.22)
Адекватно представить случайную силу (4.22), которая имеет свойства белого





−2 ln r1 cos(2pir2), ri ∈ (0, 1], (4.23)
где µ2 = 2 – дисперсия, а r1 и r2 – псевдослучайные числа с равномерным рас-
пределением.
С помощью процедуры (4.21) получены зависимости, показанные на
рис. 4.9. Зависимости приведены для областей DF и SF фазовой диаграммы,
приведенной на рис. 4.7в для значения β = 3. Отметим, что на рис. 4.9 приведе-
ны абсолютные значения напряжений |σ|, поскольку уравнение (4.21) описыва-
ет движение в симметричном потенциале [81]. При этом положительные и отри-
цательные значения напряжений равновероятны. Поскольку мы рассматриваем
движение сдвиговых поверхностей в одну сторону, а напряжения пропорциональ-
ны скорости сдвига, мы анализируем их по абсолютному значению. С этим связа-
но и то, что на рис. 4.6 вероятности приведены для σ > 0. Нами была реализована
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Рис. 4.9. Временны´е зависимости абсолютного значения напряжений |σ| для па-
раметров фазовой диаграммы, приведенной на рис. 4.7в при Iσ = 1. Верхняя
панель соответствует режиму DF (IT = 20, Iε = 4), нижняя панель – режиму
SF (IT = 5, Iε = 8)
процедура численного расчета вероятностей P (σ). Для этого рассчитывался вре-
менной ряд абсолютных значений напряжений |σ|(t) на интервале t ∈ [0, 108] с
шагом по времени ∆t = 10−4. При этом каждый временной ряд содержал 1012
точек. Абсцисса в выбранном диапазоне, например σ ∈ [0, 10], делилась на 1000
отрезков. Далее для каждого отрезка считалось попавшее в него количество то-
чек временно´го ряда. Это количество и представляет значение ненормированной
плотности вероятности P (σ) при значении σ в середине выбранного отрезка. В
конце расчета проводилась нормировка, в результате которой получали конечный
видP (σ). Расчет показал, что получаемые зависимостиP (σ) идеально совпадают
с приведенными на рис. 4.6, которые получены аналитически. Если при расчете
анализировать не абсолютные значения |σ|, а только положительные, откидывая
отрицательные, то мы также в точности получим кривые, приведенные на рис. 4.6.
Однако для получения одинаково гладких зависимостей P (σ) время расчета при
этом необходимо увеличить в 2 раза. Таким образом, мы получили полное совпа-
дение аналитического и численного подходов к определению плотности вероятно-
сти P (σ). Отметим, что визуально на рис. 4.9 режимDF от режима SF отличить
довольно сложно, поскольку обе зависимости |σ|(t) построены для одного и то-
го же значения температуры Te. При повышении значения Te режимы SF и DF




IT  Iσ, Iε (4.24)
распределение (4.12) можно переписать следующим образом: 7
P (σ) = σ−1P(σ), (4.25)
где функция P(σ) определяется как








Известно, что самоподобным системам отвечает однородная функция распре-
деления [97]. Распределение (4.25) будет однородным в том случае, если фун-
кция P(σ) константа. В работе [95] показано, что выражение типа (4.26) дает
малый вклад в распределение (4.25) при σ < 0.8, а когда σ превышает неко-
торое значение, распределение (4.25) за счет вклада P(σ) становится экспонен-
циально убывающим. Таким образом, степенное распределение, характерное для
самоподобного поведения, реализуется в ограниченном диапазоне напряжений.
При превышении критического значения напряжений свойства самоподобия те-
ряются. Отметим, что в данной работе используется исчисление Стратоновича,
которое в (4.25) приводит к показателю распределения −1, в то время как при
использовании исчисления Ито этот показатель равен −2 [94]. На анализ, про-
веденный в подразделе 1.3.3, выбор исчисления влияет лишь количественно, а
именно, приводит к перенормировке интенсивностей шумов IT и Iε.
Рассмотрим подробно зависимости P (σ), показанные на рис. 4.10, где
группа кривых 1 соответствует значению IT = 20, группа кривых 2 – значе-
нию IT = 80. Они получены при параметрах фазовых диаграмм, показанных
на рис. 4.7 в случае (4.24). Группа кривых 1 (на рисунке накладываются одна
7В граничном случае IT 6= 0, Iσ = Iε = 0 соотношения (4.12) и (4.25) тождественны.
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Рис. 4.10. Распределения P (σ) (4.12) при параметрах фазовых диаграмм на
рис. 4.7 и Iσ = Iε = 10−10
на другую) содержит 3 зависимости P (σ), полученные при значении IT = 20 и
β = 1, 2, 3. Группа кривых 2 аналогичным образом состоит из трех накладываю-
щихся зависимостей P (σ), построенных при β = 1, 2, 3, но для значения IT = 80.
Как видно, на всех приведенных в двойном логарифмическом масштабе зависи-
мостях при σ < 0.1 реализуется линейный участок, отвечающий однородному
виду функции распределения P (σ). Причем угол наклона линейного участка не
постоянен, и зависит от параметров модели. Однако, линейные участки кривых 2
значительно ближе к виду (4.25) с показателем распределения −1. Это связано
с тем, что кривые 2 построены при большем значении IT , а однородный вид фун-
кции распределения устанавливается в случае (4.24). Таким образом, при выпол-
нении условия (4.24) устанавливается самоподобный режим поведения, в кото-
ром в области σ  1 отсутствует характерный масштаб напряжений. В рабо-
те [95] показано, что в таком случае устанавливается мультифрактальное поведе-
ние временны´х рядов напряжений, показанных на рис. 4.9.
Отметим, что кривые 1 на рис. 4.10 для значений β = 2 и β = 3 соо-
тветствуют параметрам области твердоподобного состоянияDF , где реализуется
единственный нулевой максимум распределения функции P (σ), в то время как
кривые 2 построены при параметрах области SS, где распределение P (σ) имеет
нулевой и ненулевой максимумы. Однако в обоих случаях устанавливается са-
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моподобный режим твердоподобной смазки, поскольку линейный участок соо-
тветствует значениям σ  1, которые близки к нулевому максимуму P (σ). При
значении β = 1 ситуация несколько иная. Хотя соответствующие кривые и на-
кладываются на аналогичные при β = 2 и β = 3, согласно фазовой диаграмме на
рис. 4.7 нулевой максимум функции распределения P (σ) при β = 1 не существу-
ет. В этом случае кривая 1 соответствует однофазной области SF с единственным
ненулевым максимумом P (σ), который при выбранных параметрах реализуется в
области значений σ  1, не показанной на рисунке. Кривая 2 при β = 1 имеет два
максимума– один из них виден непосредственно на рисунке, а второй аналогичен
описанному и реализуется в области σ  1. Поскольку в граничном случае (4.24)
самоподобные свойства задает как раз область временно´го ряда при σ  1, сле-
дует ожидать, что статистические свойства рядов при значении β = 1 будут отли-
чаться от свойств соответствующих рядов при β ≥ 2. Детальное исследование
этой особенности может быть проведено в рамках метода мультифрактального
флуктуационного анализа [95].
Чтобы убедиться в линейности участков кривых на рис. 4.10 в области
σ  1 дополнительно проведем корреляционный анализ. Для этого в диапазо-
не значений 10−4 ≤ σ ≤ 0.1, где визуально зависимости представляют прямые,
методом наименьших квадратов получим уравнения регрессии вида:
lgP (σ) = A lg σ +B. (4.27)
Коэффициенты A и B для всех кривых, приведенные на рис. 4.10, приведены в
таблице 4.1. Полученное значение A ≈ −1 при IT = 80 согласуется со степен-
ным выражением (4.25). Отметим, что при IT = 20 коэффициент A ≈ −1.1, что
также прослеживается на рис. 4.10. Коэффициент корреляции R2, приведенный














Табл. 4.1.Искомые коэффициенты и коэффициенты детерминации для всех
кривых, приведенных на рис. 4.10
Группа кривых β = 1 β = 2 β = 3
A −1.108881 −1.109690 −1.110726
1 B −1.230103 −1.232633 −1.234874
R2 0.999994 0.999991 0.999994
A −1.022208 −1.023911 −1.025154
2 B −1.181199 −1.185552 −1.188216
R2 0.999987 0.999986 0.999991
среднее значение, а текущие значения yi – это значения, рассчитанные по фор-
муле (4.12) и приведенные на рис. 4.10. В диапазоне 10−4 ≤ σ ≤ 0.1 это 1000
значений, т.е. n = 1000. Значения R2, приведенные в таблице, говорят о высокой
скоррелированности уравнения регрессии (4.27) и выражения (4.12) на линейном
участке, т.е. распределение действительно является здесь степенным.
Выводы к разделу 4
1. В разделе проанализировано влияние деформационного дефекта моду-
ля сдвига смазки на фазовую диаграмму режимов граничного трения при учете
аддитивных флуктуаций напряжений, деформации и температуры. Показано, что
значение параметров системы критическим образом влияет на вид фазовой диа-
граммы.
2. Возможно подобрать такие условия, при которых отсутствуют участки
сухого и прерывистого режимов трения. В этом случае существуют только обла-
сти жидкостного и двухфазная область жидкостного метастабильного и жидко-
стного устойчивого трения, что предпочтительно для реализации условий умень-
шения трения. При других параметрах двухфазная область жидкостного мета-
стабильного и жидкостного устойчивого трения не наблюдается, однако появля-
ются области сухого, прерывистого и многофазная область прерывистого и жид-
костного трения.
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3. Построены зависимости стационарных напряжений от температуры по-
верхностей трения для параметров одной из фазовых диаграмм. Для всех обла-
стей фазовой диаграммы построены зависимости эффективного потенциала и ра-
спределения вероятности от напряжений, вид которых однозначно задает режим
трения при фиксированных параметрах модели.
4. Параллельно с аналитическим проведен численный анализ уравнения
Ланжевена и показано, что в обоих случаях кривые распределение вероятности
при различных параметрах совпадают с высокой точностью. Численный анализ
также позволил построить временны´е зависимости значений напряжений для па-
раметров фазовой диаграммы. Определены условия, при которых устанавливае-
тся самоподобный режим твердоподобной смазки.
Результаты, представленные в данном разделе, опубликованы статье в ма-
териалах конференции [46] и тезисах конференции [51].
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РАЗДЕЛ 5
САМОПОДОБНОЕ ПОВЕДЕНИЕ ВМОДЕЛИ СДВИГОВОГО
ПЛАВЛЕНИЯ
Рассматривается модель сдвигового плавления при учете аддитивных шу-
мов основных параметров и проводится анализ влияния интенсивности шумов на
характер поведения системы. Подробно рассмотрена ситуация, когда интенсив-
ность шума параметра порядка является малой величиной. Для указанного слу-
чая построены временны´е зависимости параметра порядка, характерной особен-
ностью которых является наличие на ограниченном диапазоне степенного вида
функции плотности распределения, и, как следствие, временной ряд является са-
моподобным. С помощью метода мультифрактального флуктуационного анализа
для всех рассматриваемых случаев рассчитаны зависимости модифицированно-
го показателя Херста от параметра деформации и показано, что с уменьшением
интенсивности шума параметра порядка мультифрактальное поведение ряда уси-
ливается.
В работе [140] экспериментально исследуется поведение двух атомарных
слоев (бислоев) и гидрофобные взаимодействия между ними, вызванные свето-
вым излучением. В [140] предложена модель, учитывающая основные факторы,
влияющие на поведение таких систем. Она качественно описывает эксперимен-
тальные данные, полученные с помощью аппарата поверхностных сил (SFA –
Surface Forces Apparatus). В [116] предложена простая модель сдвигового плав-
ления, которая может использоваться для описания систем различных типов.
Построена динамическая фазовая диаграмма с различными режимами поведе-
ния системы, в зависимости от скорости деформации. Свое дальнейшее развитие
указанная работа получила в [112], где при численном анализе основных урав-
нений исследуется относительное движение пары взаимодействующих атомар-
ных слоев, которые в процессе движения могут как разупорядочиваться, так и
образовывать упорядоченные структуры, характеризуемые различными значени-
ями введенного в описание структурного фактора. В работе [112] в рассмотре-
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ние вводится аддитивный шум, однако он введен скорее для того, чтобы система
при любых начальных условиях приходила в стационарное состояние, и ничего не
говорится о том, что шум может критическим образом влиять на характер пове-
дения системы. В данном разделе проводится дальнейшее исследование модели,
описанной в подразделе 1.4, и ставится цель выяснения такого влияния, а также
определения условий, при которых наблюдается самоподобное поведение систе-
мы, в котором невозможно выделить характерный масштаб параметра порядка.
Также целью раздела является выяснение условий, при которых система демон-
стрирует монофрактальное либо мультифрактальное поведение, характеризую-
щееся спектром фрактальных размерностей [141].
5.1. Формулировка модели и двумерное уравнениеФоккера-Планка
Общее выражение для плотности свободной энергии для системы, претер-
певающей сдвиговое плавление, в однородном случае может быть записано в ви-
де [112]



























Физический смысл параметров ρ и θ описан в подразделе 1.4. Отметим, что в
работе [112] энергия (5.1) записана, основываясь на результатах моделирования
броуновской динамики многочастичной модели. Анализируя полученные резуль-
таты, авторы [112] выбирают значения констант в потенциале (5.1): a1 = 0.85,
b1 = 5.8, c1 = 8.0, a2 = 1.3644, b2 = 8.7105, c2 = 13.674. В дальнейшем мы
также будем использовать эти значения. Отметим, что параметр связи α не явля-
ется константой, а его влияние на поведение системы также исследуется в рабо-
те [112].
Используя энергию (5.1), запишем систему эволюционных уравнений типа
Ландау-Халатникова [112,142]:









+ Ω + ξθ(t), (5.3)
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где белый шум ξq(t) имеет моменты
〈ξq(t)〉 = 0, 〈ξq(t)ξq(t+ τ)〉 = 2Dqδ(τ), (5.4)
где q = ρ, θ и введены интенсивности шума Dq, причем шумы ξρ(t) и ξθ(t) не кор-
релируют между собой [112].
В уравнении (5.3) введен параметр Ω, задающий эффект относительного
движения поверхностей. Основная идея введения этого параметра в том [112],
что при отсутствии сил и шумов последнее уравнение превращается в соотноше-
ние θ˙ = Ω. Это напоминает используемое нами ранее при описании сдвигового
плавления в ультратонких смазочных слоях выражение (1.2) ε˙ = V/h, где ε –
полная деформация в слое, V – относительная скорость сдвига поверхностей, h
– толщина слоя смазки. Таким образом, параметр Ω задает скорость движения
взаимодействующих слоев.
Отметим, что в ситуации Ω = 0 система описывается свободной энергией
(5.1). Случай Ω 6= 0 согласно структуре уравнений (5.2), (5.3) отвечает энергии
F ′(ρ, θ) = F (ρ, θ)− θΩγθ, (5.5)
отличающейся от первоначального выражения наличием последнего слагаемо-
го. Таким образом, движение в системе изменяет стационарные состояния [112].
Далее будем использовать обобщенное выражение (5.5).
На рис. 5.1 показана трехмерная зависимость F ′(ρ, θ). В отрицательной
области параметров ρ и θ потенциал (5.5) возрастает, а величина скорости Ω за-
дает наклон прямой F ′(θ) при ρ = 0. Согласно виду потенциала, приведенного
на рис. 5.1, в отсутствии шума при стационарном значении ρ = 0 параметр θ бу-
дет монотонно увеличиваться со временем. Однако при наличии шума этого не
происходит, а реализуются постоянные переходы между двумя (или более) при-
тягивающими точками. Одной из этих точек соответствует минимум при ρ 6= 0,
показанный на рис. 5.1. В работе [112] исследовано влияние интенсивности шу-
ма, а также параметров α и Ω на поведение системы, однако только численно.
Запишем аналитические выражения, позволяющие проводить такой анализ.
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Рис. 5.1. Свободная энергия F ′(ρ, θ) (5.5) при параметрах α = 0.17, Ω = 0.08,
γθ = 0.05
Для общего рассмотрения приведем уравнение Фоккера-Планка. Системе




























P (ρ, θ) +Dθ
∂2
∂θ2
P (ρ, θ). (5.6)
В работе [112] численно рассматривается ситуация, когда равны времена рела-
ксации γρ = γθ = γ и интенсивности шумовDρ = Dθ = D. В этом случае уравне-































Теперь оба коэффициента дрейфа в точности представляют производные от по-
тенциала (5.5). В стационарном случае ∂P (ρ, θ)/∂t = 0 решение уравнения (5.7)
хорошо известно и дает плотность вероятности вида [35,143]:







где C – нормировочная постоянная, а F ′(ρ, θ), как и прежде, определяется
выражением (5.5). Напомним, что коэффициент γ входит также и в энергию
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F ′(ρ, θ) (5.5). Вид распределения (5.8) без учета значения нормировочной кон-
станты C показан на рис. 5.2. Из рисунка видно, что с ростом интенсивности
Рис. 5.2. Ненормированное распределение (5.8) при параметрах рис. 5.1 при зна-
чении интенсивности шума: а)D = 0.025; б)D = 0.2
шума D увеличивается вероятность переходов между твердоподобным и жид-
коподобным состояниями. В работе [112] такие переходы подробно исследуются
численно при различных значениях Ω и α, поэтому здесь остановимся на одном
наборе уже выбранных значений.
Для численного решения уравнений (5.2), (5.3) достаточно воспользова-
ться методом Эйлера [127]. При этом уравнениям соответствует следующая ите-
рационная процедура [127]:
ρi+1 = ρi − ∆t
γρ
(















где потенциал V (θi) задается выражением в скобках в энергии (5.1). Случайные




√−2 ln rq1 cos (2pirq2), rqi ∈ (0; 1], (5.11)
а псевдослучайные числа rq1, rq2 характеризуются равномерным распределением.
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На рис. 5.3 и рис. 5.4 показаны временны´е траектории ρ(t), θ(t), получен-
ные при численном решении системы уравнений (5.9) и (5.10).8 При выбранных
Рис. 5.3. Временны´е зависимости абсолютного значения параметра порядка ρ,
величины θ, а также их плотности вероятностей Pρ(ρ), Pθ(θ) при параметрах
рис. 5.1 и γρ = γθ = 0.05,Dρ = Dθ = 0.025
параметрах согласно рисункам происходят постоянные спонтанные переходыме-
жду жидкоподобным (ρ = 0) и твердоподобным (ρ 6= 0) состояниями. Однако,
на рис. 5.3 вероятность переходов между упорядоченным и неупорядоченным со-
стояниями меньше, поскольку он построен при меньшем значении интенсивно-
сти шумаD. В правых частях рисунков приведены рассчитанные численно одно-
мерные плотности вероятности Pρ(ρ) и Pθ(θ). Соответствующие временны´е ря-
ды для нахождения плотностей вероятности рассчитывались на интервале вре-
мени t ∈ [0; 106] при шаге ∆t = 10−3, то есть каждый ряд имел 109 точек. Этим
объясняется гладкий вид зависимостей Pρ(ρ) и Pθ(θ), которые также подчиняю-






Pθ(θ)dθ = 1, (5.12)
где параметр ρ измеряется от нуля. Последние условия также были учтены чи-
сленно. Таким образом, площади под кривыми вероятностей на рис. 5.3 и рис. 5.4
равны единице. Отметим, что форма кривых для одномерных плотностей веро-
ятностей на рисунках подтверждает вид двумерной поверхности, показанной на
8На рисунках приведено абсолютное значение параметра ρ, поскольку область ρ < 0 не имеет физического
смысла.
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Рис. 5.4. То же, что и на рис. 5.3, но приDρ = Dθ = 0.2
рис. 5.2. В работе [112] проведен детальный анализ описанной ситуации, где
основываясь на виде одномерной плотности вероятности Pρ численно рассчи-
тываются фазовые диаграммы с наличием областей кристаллизации, жидкопо-
добного поведения, а также области, в которой происходят спонтанные перехо-
ды между указанными состояниями (stick-slip) режим. Поэтому изучение дан-
ного вопроса не является целью диссертационной работы. Остановимся здесь на
случае, когда интенсивность одного из шумов многократно превышает интенсив-
ность другого и покажем, что при этом устанавливается самоподобное поведение
твердоподобной системы [95].
5.2. Самоподобное поведение
Для выяснения поведения системы в общем случае (когда не равны време-
на релаксации и не равны интенсивности шумов) можно решать общее уравнение
Фоккера-Планка (5.6). Однако указанное уравнение является уравнением вто-
рого порядка в частных производных, что в некоторой степени усложняет ситу-
ацию. Тем более, нас не интересует распределение вероятности процесса на на-
чальном этапе, а интерес представляет только стационарный вид распределения.
Это позволяет заменить решение соответствующего уравнения Фоккера-Планка
(5.6) численным анализом исходной системы (процедура (5.9), (5.10)). В рабо-
те [95] проводится аналитический анализ с определением областей существова-
ния различных самоподобных режимов, однако уравнения (5.9), (5.10) имеют бо-
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лее сложную структуру, что делает такой анализ невозможным. Поэтому ограни-
чимся в рамках данного раздела численным моделированием.
На рис. 5.5 показана рассчитанная ненормированная плотность вероятно-
сти Pρ(ρ) для различных соотношений между величинами интенсивностей шумов,
причем для всех кривых значениеDθ не изменяется. 9 Кривые 1–8 отвечают зна-
Рис. 5.5. Плотности вероятности Pρ(ρ), рассчитанные приDθ = 10−2
чениямDρ = 100, 10−1, 10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25. Кривая 7 расположена
между кривыми 6 и 8, цифрой на рисунке не показана. Из рисунка можно сде-
лать вывод, что величина интенсивности шума Dρ критическим образом влияет
на поведение системы. Например, кривые 1 и 2 показывают поведение системы в
двухфазной области, поскольку реализуются два максимума вероятности. При-
чем для кривой 1 более выражен максимум при ρ = 0, а кривая 2 соответству-
ет случаю, когда система бо´льшее время находится в твердоподобном состоя-
нии (ρ 6= 0). С уменьшением интенсивности шума Dρ (кривые 3–8) двухфазная
область пропадает, поскольку реализуется только нулевой максимум Pρ(ρ). Для
кривых 6–8 уже выполняется условие
Dθ  Dρ, (5.13)
9При получении кривых соответствующие временны´е ряды рассчитывались на интервале времени t ∈ [0; 2 · 107] с
шагом ∆t = 10−3. Таким образом, каждый временной ряд имел 2 · 1010 точек. После этого велся подсчет количества
попаданий значений ряда в той или иной интервал ρ. На результирующем рис. 5.5 каждая кривая состоит из 2 · 105
точек, т.е. было выбрано такое количество интервалов по оси ρ от значения 10−5 до 3. Выше 3 на выбранном интер-
вале при расчетах значение ρ не поднималось. После этого количество попаданий в каждый интервал делилось на
общее число точек в ряде, таким образом кривые ”опускались“ вниз.
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которое в нашем случае в области малых значений параметра порядка ρ приводит
к самоподобному виду плотности распределения [95]. Дело в том, что в случае
(5.13) в области малых ρ функция распределения становится однородной [30,95]:
Pρ(ρ) ∼ ρ−a (5.14)
и отвечает самоподобной системе, для которой отсутствует характерный масштаб
параметра ρ (a < 1 – показатель распределения, задающий наклон распределе-
ния на линейном участке) [97]. Отметим, что режиму самоорганизуемой крити-
чности (СОК) отвечает значение a = 1.5 [87]. В случае, показанном на рис. 5.5,
значение a ≈ 1.
На рис. 5.6 показаны временны´е ряды ρ(t), соответствующие параметрам
кривых 8 и 6 на рис. 5.5. Зависимости приведены в логарифмическом масшта-
Рис. 5.6. Временны´е зависимости ρ(t), соответствующие параметрам рис. 5.5: а
– Dρ = 10−25; б – Dρ = 10−10
бе, чтобы было видно, что в некотором диапазоне значений параметра порядка
устанавливается самоподобное поведение (резкие увеличения значений параме-
тра порядка видны как на малых, так и на больших масштабах). Зависимости на
рис. 5.6а соответствует меньшая интенсивность шумаDρ, что приводит к самопо-
добному поведению на бо´льшем диапазоне масштабов, что видно из зависимости.
Рис. 5.6б, для которого функция распределения согласно рис. 5.5 в некотором
интервале ρ также является самоподобной, демонстрирует изменение параметра
ρ на меньшем диапазоне масштабов. Временны´е ряды при одинаковых интенсив-
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ностяхшумаDθ = Dρ приведены на рис. 5.3 и рис. 5.4, для которых самоподобное
поведение не наблюдается. Таким образом, степенной вид функции распределе-
ния Pρ(ρ) ограничен и минимальным значением параметра ρ, которое уменьшае-
тся при уменьшении величиныDρ.
5.3. Статистический анализ временны´х рядов
Как было показано в предыдущем подразделе, характерной особенно-
стью временны´х зависимостей параметра порядка, полученных для значений
интенсивностей шума Dρ = 10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25 (кривые 3–8 на
рис. 5.5), является наличие на ограниченном диапазоне степенного вида фун-
кции плотности распределения, и, как следствие, самоподобная структура ряда.
Следует отметить, что рассчитанные в предыдущем разделе статистические па-
раметры не дают полной информации о поведении ряда, в частности о его пред-
сказуемости. Так, при расчете стандартных статистических параметров для са-
моподобных рядов не учитывается отсутствие характерного масштаба на разли-
чных временах. Данная особенность может быть учтена в рамках так называе-
мого скейлингового анализа. Одной из возможных методик рассмотрения ло-
кальных свойств временны´х зависимостей является метод мультифрактального
флуктуационного анализа [144], позволяющий исследовать временны´е ряды ра-
зличной природы [141,145].
Алгоритм указанного метода сводится к следующим шагам (оригинальное
описание приведено в работе [144]). Вначале из рассматриваемого ряда x(k),





отсчитанный от средней величины x¯. Затем полученные значения y(i) разделяю-
тся по непересекающимся сегментам длины s, число которых равно целому зна-
чению Ns = [N/s]. Так как длина ряда N не всегда кратна выбранной шкале s,
то в общем случае последний участок содержит число точек меньше, чем s. Для
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учёта этого остатка следует повторить процедуру деления на сегменты, начиная с
противоположного конца ряда. В результате полное число сегментов, обладаю-
щих длиной s, составит 2Ns.
Поскольку изменение случайной величины y(i) происходит вблизи значе-
ния yν(i) 6= 0, обусловленного определённой тенденцией (трендом) эволюции ря-
да, то далее следует найти локальный тренд yν(i) для каждого из 2Ns сегментов.
При этом проще всего использовать метод наименьших квадратов, представляя
тренд yν(i) полиномом, степень которого выбирается таким образом, чтобы обе-
спечить интерполяцию с ошибкой, не превышающей заданный предел. Следую-
щим этапом является определение дисперсии





{y [(ν − 1) s+ i]− yν(i)}2 (5.16)
для сегментов ν = 1, ..., Ns, следующих в прямом направлении, и соответствую-
щее значение





{y [N − (ν −Ns) s+ i]− yν(i)}2 (5.17)
для обратной последовательности ν = Ns + 1, ..., 2Ns.











путем возведения выражений (5.16), (5.17) в степень q и последующим усредне-
нием по всем сегментам. Поскольку при q = 0 равенство (5.18) содержит неопре-






ln[F 2(ν, s)]. (5.19)
Изменяя временну´ю шкалу s при фиксированном показателе q, находим зависи-
мость Fq(s), представляя её в двойных логарифмических координатах. Если ис-
следуемый ряд сводится к самоподобному множеству, проявляющему дальнодей-
ствующие корреляции, флуктуационная функция Fq(s) представляется степенной
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зависимостью
Fq(s) ∝ sh(q) (5.20)
с обобщённым показателем Херста h(q), величина которого определяется пара-
метром q. Из определений (5.18), (5.20) следует, что при q = 2 этот показатель
сводится к классическому показателю Херста H. Для временны´х рядов, кото-
рые отвечают монофрактальному множеству, флуктуационная функция F 2(ν, s)
одинакова для всех сегментов ν, и обобщённый показатель Херста h(q) = H не
зависит от параметра деформации q. Для мультифрактальных рядов при положи-
тельных q основной вклад в функцию Fq(s) дают сегменты ν, проявляющие боль-
шие отклонения F 2(ν, s), а при отрицательных q доминируют сегменты с малыми
значениями дисперсии F 2(ν, s). В результате можно заключить, что при отрица-
тельных значениях q обобщённый показатель Херста h(q) описывает сегменты,
проявляющие малые флуктуации, а при положительных – большие [144,146].
При реализации изложенного алгоритма следует иметь в виду, что с ростом
размера сегментов до s > N/4 функция Fq(s) теряет статистическую информа-
тивность ввиду малости числа Ns < 4 сегментов, используемых при усредне-
нии. Таким образом, проведение указанной процедуры предполагает исключение,
с одной стороны, больших сегментов (s > N/4), а с другой – малых (s < 10).
Стандартное представление скейлинговых свойств временно´го ряда пред-
полагает переход от показателя Херста h(q) к массовому показателю τ(q) и спе-
ктральной функции f(α), которые являются основными характеристиками муль-
тифракталов [144,146]:
τ(q) = qh(q)− 1, (5.21)
f(α) = αq(α)− τ(q(α)). (5.22)
Здесь значение q(α) определяется условием τ ′(q) = α, где штрих означает диф-
ференцирование по аргументу. При |q|  1 зависимость τ(q) имеет линейно во-
зрастающий вид с криволинейным участком вблизи q = 0, который обеспечивает
замедление роста массового показателя τ с увеличением параметра деформации
q. Спектральная функция f(α) определяет набор монофракталов с размерностя-
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миα, которые формируют исследуемое множество: при этом относительное число
монофракталов с даннымα, которые попадают в сегменты размером l, покрываю-
щие это множество, задаётся соотношениемN(α) ∼ l−f(α). Согласно этому опре-
делению, ширина спектра f(α) будет тем больше, чем сильнее выражены мульти-
фрактальные свойства. Так, для монофрактала спектральная функция f(α) имеет
δ-образную форму, выделяющую единственное значение фрактальной размерно-
сти α [146].
На рис. 5.7 представлен типичный вид зависимости (5.20) для рядов с ин-
Рис. 5.7. Зависимости (5.20), построенные в двойных логарифмических коор-
динатах при показателе деформации q = 2 для рядов со значением Dρ =
10−2, 10−3, 10−5 (а) иDρ = 10−10, 10−15, 10−25 (б)
тенсивностями шумов Dρ = 10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25 при показателе
деформации q = 2. Как видно из рисунка, зависимость (5.20), построенная в
двойных логарифмических осях, имеет ярко выраженный линейный участок при
значениях масштаба 50 < s < 500, и, следовательно, может быть использована
для вычисления параметра h(q).
Линейная интерполяция равенства (5.20), рассчитанного для исследуемых
рядов в рамках указанного интервала изменений масштаба s при значениях па-
раметра деформации 0 ≤ q ≤ 3.5 приводит к зависимостям h(q), показанным на
рис. 5.8, где на дополнительной панели также приведена зависимость классиче-
ского показателя Херста H от номера (интенсивности шума) соответствующего
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Рис. 5.8. Обобщенный показатель Херста h(q) для рядов с интенсивностью шума
Dρ = 10
−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25 (кривые 3–8 соответственно), а также
изменение классического показателя ХерстаH для указанных кривых
ряда.
Для исследуемых рядов так же была рассчитана спектральная функция
f(α) с использованием равенств (5.21) и (5.22). Результаты проведенных вычи-
слений представлены на рис. 5.9. Из приведенных на рис. 5.8 и 5.9 зависимо-
стей следует, что уменьшение интенсивности шумаDρ приводит к существенному
усложнению динамики временны´х зависимостей параметра порядка, что прояв-
ляется в увеличении ширины разброса значений обобщенного показателя Хер-
ста h(q) и функции мультифрактального спектра (5.22). Исходя из физическо-
го смысла функции f(α), возрастание разброса значений ∆α обусловлено тем,
что в сегментах временно´го ряда длины s возрастает число подмножеств (так
называемых монофракталов) N(α), с показателем Гельдера α. Данная ситуация
может означать, что в системе возрастает количество статистически различных
сценариев развития. Кроме того, значение классического показателя ХерстаH с
уменьшениемDρ приближается к значениюH ≈ 0.5, которое, как известно, отве-
чает абсолютно случайной последовательности [146]. Таким образом усложнение
структуры временны´х рядов делает их дальнейшее поведение непредсказуемым.
Данной ситуации соответствует наличие экстремально больших выбросов значе-
ний параметра порядка, что показано на рис. 5.6.
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Рис. 5.9. Спектральная функция f(α) для рядов с интенсивностью шума Dρ =
10−2, 10−3, 10−5, 10−10, 10−15, 10−25 (кривые 3–8 соответственно), а также ширина
разброса мультифрактального спектра ∆α
Выводы к разделу 5
1. В предлагаемой работе рассмотрена модель сдвигового плавления, ко-
торое часто наблюдается в нанотрибологических системах. Данная модель опи-
сывает относительное движение пары взаимодействующих слоев, характеризуе-
мое различными значениями параметра порядка. Вводя в рассмотрение внешний
аддитивный шум выяснено, что он критическим образом влияет на характер по-
ведения системы, в частности с ростом интенсивности шума увеличивается веро-
ятность переходов между твердоподобным и жидкоподобным состояниями.
2. Рассмотрен случай, когда интенсивность одного из шумов многократно
превышает интенсивность другого и показано, что при этом устанавливается са-
моподобное поведение твердоподобной системы, когда на ограниченном диапа-
зоне функция плотности распределения для временны´х зависимостей параметра
порядка принимает степенной вид. Такая характерная особенность временны´х
рядов выявлена при расчете стандартных статистических параметров ряда.
3. Более полную информацию о локальных свойствах временны´х зависи-
мостей удалось получить при применении метода мультифрактального флуктуа-
ционного анализа, позволяющего исследовать временны´е ряды различной при-
роды. Выяснены условия, при которых система демонстрирует монофрактальное
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либо мультифрактальное поведение, характеризующееся спектром фрактальных
размерностей.
Результаты, представленные в данном разделе, опубликованы в статье [40],
статье в материалах конференции [44] и тезисах конференции [49].
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ВЫВОДЫ
В работе проведено дальнейшее развитие реологической модели, позволя-
ющей описать эффекты, наблюдаемые при трении атомарно-гладких твердых по-
верхностей, разделенных ультратонким слоем смазочного материала. Результа-
ты работы позволили расширить представления о физике трения наноразмерных
объектов. Основные результаты диссертации представлены следующими выво-
дами.
1. В рамках синергетической модели граничного трения описан прерыви-
стый режим трения, имеющий детерминистический характер, что наблюдается в
многочисленных экспериментах. Показано, что в рамках модели возможно опи-
сание двух типов трибологических систем - при относительном сдвиге трущи-
хся поверхностей в одном направлении и при внешнем знакопеременном воздей-
ствии.
2. Установлено, что в зависимости от температуры и параметров смазочного
материала может осуществляться как режим затухающих колебаний, так и авто-
колебательный режим, представленный на фазовой плоскости в виде странного
аттрактора. Исследование влияния температуры поверхностей трения показало,
что с ее ростом в системе усиливается хаотичность и при превышении критиче-
ского значения устанавливается режим, описывающейся аттрактором Лоренца.
3. Определено влияние температуры поверхностей на функционирование
системы в сухом или жидкостном режимах трения. При анализе стационарных
режимов с помощью синергетической модели определены области параметров,
при которых наблюдаются различные переходные режимы, тип сходимости ко-
торых может быть представлен в виде устойчивого узла, устойчивого фокуса или
седла-фокуса.
4. Проведенный учет пространственной неоднородности напряжений, де-
формации и температуры смазочного слоя позволил установить, что с ростом
температуры становится более выраженной разница между напряжениями в при-
легающих к поверхностям смазочных слоях. Анализ влияния температуры по-
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верхностей и вязкости материала смазки на стационарный режим трения пока-
зал, что с помощью такого подхода предложенная синергетическая модель по-
зволяет описать как ньютоновское поведение, так и случай, в котором верхний
слой смазки затвердевает и движется вместе с поверхностью как единое целое.
5. Выяснено, что в ходе эволюции система стремится к однородному состо-
янию, в котором по всей плоскости контакта реализуется одно и то же значение
сдвиговых напряжений, задающее относительную скорость движения трущихся
блоков. При описании неоднородного распределения напряжения по плоскости
контакта показано образование доменной структуры с двумя типами доменов в
процессе трения.
6. При учете деформационного дефекта модуля сдвига и влиянии аддитив-
ных флуктуаций напряжений, деформации и температуры установлено диапазон
параметров модели, в котором отсутствуют сухой и прерывистый режимы тре-
ния, что соответствует реализации условий уменьшения трения. Исследование
влияние параметров системы на фазовую диаграмму показало, что интенсивность
шума температуры, деформации и температура поверхностей трения однозначно
определяют области сухого, жидкостного и прерывистого режимов трения, при
фиксированных остальных параметрах.
7. В результате исследований влияния шума на характер поведения систе-
мы при сдвиговом плавлении твердых тел были определены условия, при кото-
рых наблюдается самоподобное поведение системы, а также условия, при ко-
торых система демонстрирует монофрактальное либо мультифрактальное пове-
дение, характеризующееся спектром фрактальных размерностей. Показано, что
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